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A. NERON et P. SAMUEL- — La variété de Picard d’une variété a 


normale. I 


Ce travail est consacré à unc démonstration de l’existence de la variété de 
Picard P(V) de toute variété algébrique normale V définie sur un domaine univer- 
sel de caractéristique quelconque. Soient G, (resp. G,) le groupe des diviseurs algé- 
briquement (resp. linéairement) équivalents à zéro sur V. La variété P(V), par 
définition, doit être abélienne et telle qu’il existe un isomorphisme birationnel de 
G,/G, sur P(V). 

La méthode utilisée, exclusivement algébrique, consiste à « fibrer » V par une 
famille de courbes et à faire correspondre à toute classe (mod. G;) de diviseurs de 
V une image sur la jacobienne d’une courbe générique de cette famille. On 
commence par montrer qu'il existe certaines fibrations particulières de V pour les- 
quelles cette correspondance définit un isomorphisme rationnel de G;/G, sur une 
variété abélienne. L'introduction d’un autre type de fibrations permet ensuite, par 
le remplacement de V par une variété V' convenable de même dimension et par 
récurrence sur n, de construire la variété P(V) et l’isomorphisme birationncl 
cherchés. 


E. HILLE. — Une généralisation du probleme de Cauchy. . . . . 3 


L'objet de la note est l'étude d’un problème de Cauchy pour l'équation fonction- 
nelle : y(t) = Ur[y(t)], t Lo, avec y"Xt)>y,, k=0, 1, ..., n—1, quand 
{> 0. On suppose que la solution et les données { ye} sont des éléments d’un 
espace (B), U est un opérateur linéaire de domaine D[UJCX, les dérivées et les 
limites sont prises au sens fort. Une solution est du type normal si ¢—* 
log || ¥*—1(t) || reste borné quand t-> oo. On montre que le problème admet au 
plus une solution du type normal pour n’importe quelles données dans X, si U est 
clos et ses valeurs propres ne sont pas denses dans aucun demi-plan droit. 

Sin — 1, si U est clos et si le problème admet une solution du type normal 
restreint, y(t, Yo), pour chaque y,€D[U], alors U engendre un semi-groupe T(‘), 
fortement continu, et y(t, yo) = T{t){»0]- Si n = 2 et si U et — U engendrent des 
semi-groupes fortement continus à ¢ —0, ceux-ci forment un groupe, la solution 
du problème de Cauchy existe pour »ÿ€D{[U?], v,€D[U] \R[U] et s’exprime en 
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moyen de T(t) et T(— t). Si n > 2, le problème général ne semble pas dtre réso- 
luble et il faut le remplacer par un probléme réduit avec un nombre m <n des 
conditions initiales. Si U engendre un semi-groupe T(¢) analytique dans un secteur, 
0, <arg t << 0,, ct continu sur la frontière, on peut prendre m égale au nombre de 
racines d’unité d'ordre n dans le secteur fermé et on exprime la solution du pro- 
blème réduit en moyen des valeurs de T(t) sur les rayons contenant les racines 


d'unité. 


L. FOURES. — Groupes fuchsiens et revètements. . . . . . = . 9 


Soit G un groupe d’homéomorphismes d’un cercle CG sur lui-même, satisfaisant 
de plus aux propriétés topologiques vérifiées par les groupes fuchsoïdes. G contient 
des transformations elliptiques. Soit R le quotient de C par la relation d’équiva- 
lence établie par les fonctions de G: R = C mod G. Soit 4 l’application canonique 
de C sur R. Nous montrons dans le premier chapitre que (UC, 4) est un revêtement 
régulièrement ramifié de R (suivant des définitions données antérieurement et rap- 
pelées ici dans l'introduction). Dans le chapitre 1 nous montrons que le groupe de 
Poincaré de R est isomorphe au quotient de G par le sous-groupe engendré par les 
transformations elliptiques de G (th. 6). Le dernier paragraphe est consacré à la 
comparaison des groupes associés à divers types de revèlements. 


GROTHENDIECK. — Résumé des résultats essentiels dans la théorie 
des produits tensoriels topologiques et des espaces nucléaires. . . . 73 


l’auteur donne un résumé des résultats essentiels de son travail « Produits 
tensoriels topologiques et espaces nucléaires » (à paraitre dans Memoirs of the Am.. 
Math. Soc.), en essayant de faire ressortir les idécs directrices. Soient E et K 
deux espaces localement convexes, on définit d’abord deux topologies naturelles 
sur E @ I’, qui donnent des complétés E @ K et E @ F, qu’on explicite dans 
divers cas importants, et dont on élucide les propriétés algébrico-topologiques, 
notamment à l’égard de la notion de produit tensoriel d’applications linéaires 
continues. Le dual de E @ F est l’espace des formes bilinéaires continues sur EX I’, 
tandis que le dual de E ® F est formé des formes bilinéaires continues sur E >< F 
pouvant s'exprimer par certaines intégrales, et appelées pour cela formes bilinéaires 
intégrales. I leur correspond la classe des applications linéaires intégrales, ayant de 
nombreuses propriétés spéciales. Si E est tel que E QKF —E &F quel que 
soit F, on dit que E est nucléaire. IL possède alors des propriétés extrêmement 
spéciales, généralisant et présisant celles de l’espace (6) de L. Schwartz, notamment 
dans la théorie des applications linéaires continues. Dans trois appendices, l’auteur 
dit quelques mots sur certaines questions spéciales liées à la théorie, dont des 
questions d’approximation équivalentes à la question d’approximation des opéra- 
teurs compacts par des opérateurs continus de rang fini. 


M. BRELOT. — La théorie moderne du potentiel, rt ic: 


Exposé des points essentiols avec une bibliographie importante bien que som- 
maire. Une première partie développe les théories de l’équilibre électrostatique, du 
balayage, de la capacité, des théorèmes de convergences : quatre grandes périodes 
marquées par la thèse de Frostman, les travaux de Cartan, la thèse de Deny, les 
travaux les plus récents de Gartan-Deny et de Choquet. Une seconde partie expose 
le problème de Dirichlet surtout selon Perron-Wiener-Brelot, les résultats de 
R. S. Martin, la théorie récente des lignes de Groen el son application au 
principe de Dirichlet. 
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J. KRAVTCHENKO. — Additions à la « note sur les solutions Un 
chées du problème des sillages ». : 141 
La solution de Rapoport, étudiée dans la note antérieure, est comparée a la 


solution classique de Levi-Civita. Quelques erreurs matérielles de la note sont 
rectifiées. 


F. GALLISSOT. — Les formes extérieures en mécanique. 145 

Les postulats do la Mécanique classique conduisent à associer à un point matériel 
ct à un système paramétrique holonome unc forme extérieure Q de degré 2 sur unc 
variété différentiable V,,,,. Les équations du mouvement sont les caractéristiques 
de Q, le champ caractéristique E étant défini par i(E)Q — o (chap. 1). Les opéra- 
teurs { ) et 6( ) de M. H. Cartan appliqués à la forme ( permettent de faire une 
étude complète de la notion de liaison et du problème de l'intégration (chap. v1). 

La considération de l’espace tangent T à V,,,,, son dual T’ espace des formes 
Pfaff permet d'interpréter toute liaision comme composée de deux éléments 
1° une sous-variété a(M) = 0, MEV.,.,, da€T’, 2° d’un champ de liaison E/€T, les 
deux éléments étant liés par la condition (E + El) da == o. 

Les différents types de liaison sont étudiés ainsi dans les chapitre 51 et m1: 
Froltement de solides, liaisons de puissance nulle, liaisons d’Appell, liaisons par 
asservissement de M. H. Béghin. Impossibilités et Indéterminations pouvant se 
présenter pour certaines liaisons sont expliquées dans les chapitres 1v et v. 
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LA VARIÉTÉ DE PICARD D’UNE VARIÉTÉ NORMALE 
Par André NÉRON (Paris) et Pierre SAMUEL (Clermont-Ferrand). 


§ 1. — Introduction. 


Nous vous proposons de montrer que toute variété projective nor- 
male V admet une variété de Picard. Ce théorème est bien connu 
dans le cas des courbes (jacobiennes) et dans le cas « classique » où 
le domaine universel est le corps des nombres complexes, tout au 
moins lorsque V est sans singularités ; et les meilleures démons- 
trations qu'on en a donné sont des démonstrations « transcen- 
dantes » [4]. Nous donnons ici une démonstration algébrique d'exis- 
tence de la variété de Picard de V, valable sur un domaine universel] 
de caractéristique quelconque, et sans autre restriction sur V que 
l'hypothèse de normalité. Notre théorie n'est pas complète en ce 
sens qu'elle ne contient pas l'étude de la variété d’Albanese [9], et 
qu’elle ne s'applique qu'aux variétés projectives (et par conséquent 
aussi à celles des produits d'espaces projectifs). 

La méthode utilisée est directement inspirée par la thèse de l'un 
d’entre nous [5] (‘). Elle consiste essentiellement, selon la vieille idée 
de Picard, à « fibrer » convenablement V par des courbes, et à étu- 
dier divers sous-groupes de la jacobienne d’une fibre générique. Et, 
modulo un certain nombre de détails techniques assez élémentaires, 
il ressort de notre démonstration qu’une fois obtenue l'existence de 
la jacobienne d’une courbe [3], [8], celle de la variété de Picard 
d’une variété est chose relativement facile. 

Au cours de la préparation de ce travail les conseils et les encou- 
ragements de monsieur le Professeur André Weil nous ont été d'un 
grand secours, et nous l'en remercions vivement. 


(') Le présent mémoire ne fait cependant appel à aucun résultat de cette thèse. 
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§ 2. — Énoncé du résultat, et plan de ce travail(?). 


Étant donnée une variété V nous noterons G(V), G,(V), et GV) 
(ou encore ©, &,, G, lorsqu aucune confusion ne sera à craindre) 
le groupe des diviseurs, celui des diviseurs algébriquement équiva- 
lents à zéro et celui des diviseurs linéairement équivalents à zéro 
sur V{10|. Étant donnés une variété V, deux sous-groupes (6, et G, 
de G(V) tels que ©, = G, (resp. une variété abélienne A), une 
variété V’ et deux sous-groupes G; et G@, de G(V’) tels que ©, > G, 
(resp. une variété abélienne A’), nous dirons qu'un homomorphisme 
o de &,/G, dans G,/6, (resp. de G,/G, dans A’, de A dans G;/G.) 
est rationnel sur un corps k si, pour tout corps K contenant k et tout 
diviseur DeG, rationnel sur K (resp. tout point a de A rationnel 
sur K), l’image par 9 de la classe de D mod. @, (resp. de a) contient 
un diviseur de ©; rationnel sur K (resp. est un point de A’ rationnel 
sur K). Un isomorphisme o (de G,/6, ou A dans G,G, ou A’) est 
dit birationnel sur k si © et l'isomorphisme réciproque sont ration- 
nels sur k. 

Ceci étant, le résultat que nous démontrons est le suivant: 


THÉORÈME D'EXISTENCE DE LA VARIÉTÉ DE Picarp. — Soit V" une 
variété projective normale définie sur un corps k. 

a) Il existe une extension algébrique finie k’ de k, une variété abé- 
lienne projective A définie sur k et un isomorphisme rationnel sur k! 
de G,(V)/G{V) sur A. 

b) Jl existe une extension algébrique finie k" de k, une variété abé- 
lienne projective P(V) définie sur k”, et un isomorphisme birationnel i 
sur k" de ©,(V)/@,(V) sur P(V). 

c) Il existe une famille de Poincaré [11], c'est-à-dire un système 
algébrique (P) de diviseurs algébriquement équivalents à zéro sur V en 
correspondance birationnelle sur k" avec P(V), le point de P(V) 
correspondant au diviseur De(P) étant l’image par i de la classe d’équi- 
valence linéaire de D. 

La variété P(V), dont l’unicité à un isomorphisme près résulte 
aussitôt de b), est appelée la variété de Picard de V. 

Losque V est une courbe C, le théorème ci-dessus n'est autre que 
le théorème d'existence de la jacobienne J de G. En effet Chow a 


(*) Les notations et la terminologie utilisées ici sont celles d’A. Weil [7], [8]. 
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démontré [3] que l’on peut prendre pour J une variété projective 
définie sur le plus petit corps de définition k de C, et que l’on peut 
définir une fonction canonique f ({8], §5, th. 18 ; nous dirons 
quelquefois « application canonique » au lieu de « fonction cano- 
nique ») sur n'importe quelle extension k’ de k qui contienne 
un point de C. La connaissance de f définit alors, au moyen de 
m—S{f(m)), l'isomorphisme rationnel sur k# de (G,(C)/G,(C) 
sur J ([8], § 5, th. 19) ; et, comme il existe sur C un diviseur positif 
de degré g rationnel sur #’, la considération de l’application symé- 
trisante du produit C% sur J montre que cet isomorphisme est 
birationnel sur 4’. Dans la suite de ce travail nous utiliserons souvent 
ces résultats relatifs aux courbes. 

Nous démontrons d'abord que, si V et V’ sont deux variétés 
projectives normales en correspondance birationnelle sur un corps k, 
il existe entre G,(V)/G,(V) et G,(V’)/G,(V) un isomorphisme qui 
est birationnel sur une extension algébrique convenable de k (§ 3). 
Nous prouvons ensuite que toute variété normale V’ définie sur k 
est birationnellement équivalente (sur une extension algébrique 
finie de k) à une variété « fibrée » normale V du type suivant (*): 
V" est une sous-variété (se projetant sur B) du produit B"'XS 
d’une « base » unicursale B et d’un espace projectif S, et, sauf si M 
se trouve sur certains sous-ensembles « négligeables » de B, le cycle 
intersection W(M)—(M X S). V est défini et se réduit à une courbe 
(non décomposée) ($ 4). Dans ces conditions, soit H le groupe 
des diviseurs « verticaux » D de V (c'est-à-dire pour lesquels 
l’ensemble algébrique proj.s (|[D|) est de dimension <n—1) ; 
posons §,— 6+ &,, H:—= H+ G,; nous démontrons que Vhomo- 
morphisme canonique de (G,/G, sur $./$, est un isomorphisme 
birationnel sur tout corps de définition de V (§ 5). 

Il faut alors montrer qu'il existe un isomorphisme rationnel 
de $./$, sur une variété abélienne A. Nous démontrons ceci dans le 
cas plus général d’une sous-variété normale V" d'un produit B"~* <5, 
se projetant sur B, B étant une variété quelconque, et certaines 
fibres (M X S) n V pouvant être décomposées ou de dimension > 1. 
Alors $,/$, est, en un certain sens, isomorphe à une sous-variété 
abélienne A de la jacobienne de la fibre générique ; le fait que cet 
isomorphisme est rationnel sur une extension algébrique finie k’ de k 


(3) La variété V n’est pas une variété fibréc au sens strict, ses « fibres » n'étant pas 
nécessairement birationuellement équivalentes. F 


A ANDRÉ NÉRON ET PIERRE SAMUEL 


résulte aisément de sa définition et de la construction de A (*) (§ 6). 
Ceci démontre l’assertion a du théorème ci-dessus (*). 

Le fait que l'isomorphisme de §,/, sur A est birationnel sur k’ 
se démontre aisément lorsque, pour un point générique M de Bsurk’, 
l'application canonique de la fibre W(M) dans sa jacobienne est 
définie sur k/(M). Dans ce cas nous démontrons que &,/@, est bira- 
tionnellementisomorphe au produit A X P(B) de la variété abélienne 
A et de la variété de Picard P(B) de la base B (le théorème d'existence 
étant supposé vrai pour celle-ci) (§ 7, prop. 7). On déduit de là la 
démonstration complète du théorème d'existence pour une variété 
fibrée quelconque V à base unicursale, par récurrence sur la dimen- 
sion par passage à une variété fibrée auxiliaire à laquelle s'applique 
le résultat précédent, et par changement de variété abélienne en 
caractéristique p =£ 0. 


§ 3. — Invariance birationnelle de G,/G.. 


Proposition 1. — Soient V et V’ deux variétés projectives normales 
et T une correspondance birationnelle entre V et V’ définie sur un 
corps k,; il existe alors une extension algébrique finie k' de k, et un 
isomorphisme birationnel sur k de &,(V)/G,(V) sur G,(V’)/G(V’). 

Par passage à un modèle normal du graphe T, nous sommes 
ramenés au cas où V’ est une projection de V ; soit p la fonction pro- 
jection. Comme V est normale, p (D’) est défini pour tout diviseur 
D’ de V’. Montrons que l'on a D =p p(D) pour tout DeG,(V). En 
effet, pour un tel D, il existe un diviseur D de V tel que D et le 
diviseur nul soient des spécialisations de D sur k,. Notons W7~* les 
sous-variétés de V, en nombre fini, dont la projection sur V’ est de 
dimension < n— 1 (n étant la dimension de V) ; prenons pour / un 
corps de définition des W,. On a D—p'p (D) +E, ot E est combi- 
naison linéaire des Wj. En appliquant aux deux membres de cette 
égalité les spécialisations D > D et D 0, on obtient D —p'p(D)+E 
et E—0o. D'où D=p p(D). 

De plus, compte tenu de la normalité de V et V’, les relations 


a Il est montré dans la thèse de l’un d'entre nous [5] comment l'on peut rendre plus 
géométrique la démonstration très algébrique donnée au § 6. 

@) Nous donnons aussi, dans les & 4, 5, 6, une démonstration de l’assertion a du 
théorème d'existence par récurrence sur la dimension ct utilisant une fibration par des 
diviseurs, 


is ae 
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DeG,(V), D'eG,(V') entrainent respectivement p (DiG,(V'}, 
p(D’)eG,(V). On a des propriétés analogues pour l’équivalence 
linéaire. Enfin les applications p et pe sont rationnelles sur k. 

Par conséquent l'application D—p(D) est un isomorphisme 
birationnel de G,(V) sur @,(V’) et de G,(V) sur GV’) ce qui 
démontre le résultat annoncé (°). 


§ 4. — Existences de modèles fibrés. 


Lemme 1. — Soit F une surface non réglée (non nécessairement 
normale) de l’espace ordinaire S, ; le système des quadriques Q telles 
que le cycle intersection Q. F soit décomposé est au plus de dimension 7(’). 

Comme F n'est pas réglée, ce n'est pas une quadrique, et le cycle 
Q.F est toujours défini. Supposons que le système (T) des qua- 
driques Q telles que Q. F soit décomposé soit de dimension 8 (il ne 
peut être de dimension 9 car une quadrique générique coupe F 


suivant une courbe irréductible (cf. [13]). Soit a un point générique 
de F sur un corps k de définition de F, et des composantes de (T). 
Considérons une composante (U) (de dimension 7) du système des 
quadriques Qe(T) qui passent par a; soit Q un élément générique 
de (U) sur k(a); posons F. Q=—C,+---C, (s>2), les C, étant 
des courbes distinctes ou non; et supposons que C,, par exemple, 
passe par a. Pour une quadrique quelconque Q’ de (U), posons 
F.Q’=C/+.--+ Ci, C! étant une spécialisation de C; sur Q—>Q’ 


avec référence à k(a) ([6], chap. 1v, prop. 2). Considérons le système 


algébrique (R) ayant la courbe C, pour élément générique sur k(a); 
ce système admet F pour support, sinon il y aurait sur F une courbe 
commune à toutes les quadriques du système (U), lequel est de dimen- 
sion 7; ceci est impossible car les quadriques passant par une droite 


(6) Remarque : la propriété D — p'p(D) pour tout DEG, peut encore être énoncée 
comme suit : toutes les fois que V' est une projection de V de même dimension n que V, 
les sous-variétés de dimension n— 1 de V dont la projection sur V' est de dimension 
< n— 2 sont linéairement indépendantes au sens de l’équivalence algébrique. 

(7) Notre idée primitive avait été d'employer, au lieu du lemme 1, le théorème de 
Kronecker-Castelnuovo [1]; mais la démonstration de celui-ci utilise des propriétés de 
Géométrie différentielle qui ne sont pas valables en caractéristique p 0. Nous remercions 
M. L. Gauthier de nous avoir conseillé d’utiliser les quadriques à la place des plans. La 
démonstration du Jemme 1 est directement inspirée par celle de Castelnuovo fr]. 
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forment seulement un système de dimension 6. Par conséquent 
les Q’e(U) telles que C; contienne un point générique donné de F 
sur k(a) forment un systéme algébrique de dimension 6; autrement 
dit, dans le produit FXS, de F par l’espace des quadriques, 
l'ensemble algébrique B des couples (6, Q’) tels que Q’e(U) et 
que b¢eC; est de dimension 8. Comme (R) admet F pour support, 
Bn (aX S,)n’est pas vide, et est donc de dimension 6 puisqu’aucune 
de ses composantes n’est multiple ([7]. chap. vi, cor. 1 du th. RE 
ainsi le système des quadriques Q’e(U) telles que C,; passe par a est 
de dimension 6. Or, comme a est un point simple de F, il ne peut 
appartenir à deux composantes C; et C, de Q’.F sans que Q’ soit 
tangente à F ena (critère de multiplicité 1 ; cf. [7], chap. vr, th. 6). 
Comme les quadriques Q tangentes à F en a forment un système 
linéaire de dimension 6, celui-ci est nécessairement contenu dans (U), 
et donc dans (T) (qui contient ainsi toutes les quadriques tangentes 
à F). | 

Considérons maintenant le système linéaire (T,) de dimension 6 
formé par les quadriques tangentes à F en a. Le système (W,) des 
sections F.Q(Q&(T.)) est alors un système linéaire absolument 
réductible et sans composante fixe. Donc, en vertu de la forme du 
théorème de Bertini due à Matsusaka ([1 2);\th, {rap 61), le système 
(W,) est composé avec un faisceau. Or ceci est impossible, car lé 
système algébrique des composantes C; de F. Q'(Q'E(T:)) ne peut 
être de dimension 1, sinon chacune des C serait courbe commune 
aux quadriques d'une famille de dimension 5, et serait par conséquent 


une droite (car la famille des quadriques contenant une conique 


donnée est déjà seulement de dimension 4); ceci est contraire à 
l'hypothèse que F n'est pas réglée et au fait que C; passe par le point 
générique a. C. Q.F. D. 


CoRoLLAIRE. — Étant donnée une surface non réglée F de S, (n>3), 
les hyperquadriques Q telles que le cycle F. Q soitnondéfini ou décomposé 
forment un système (T) de dimension <r—2 (r désignant la 


dimension = n(n-+-3) du système de toutes les hyperquadriques de §,, |. 


Considérons en effet, pour n > 3, la projection de S, sur S, à partir 
d'une variété linéaire générique L"~‘. Les hypercônes du second 
degré de sommet L forment une variété linéaire (C) de dimension 9 
dans l’espace projectif (R”) des hyperquadriques de $,. La projection 


mb oa 
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F’ de F dans S, est une surface non réglée car sinon, comme 
Lo F— 9, l'image réciproque par projection d’une génératrice géné- 
rique de F’ serait une droite de F. Donc, d'après le lemme 1, 
(T) n (C) est au plus de dimension 7—dim(C)— 2. Par consé- 
quent (T) est de dimension < r— 2. 


Lemme 2. — Étant donnée une variété projective V", il existe un 
modèle V’ de V en correspondance partout birégulière avec V et ne 
contenant aucune droite. 

Soit (x;) un point générique homogène de Sy. Il suffit de montrer 
que la variété U de point générique homogène (a@,) (i <j) (qui est 
en correspondance partout biréguliére avec Sy) ne contient aucune 
droite. Or, en appelant X;(— <7) et X;(—x;x,, i << j) les coordonnées 
sur U, celles-ci satisfont à X;X,— Xj. Pour que la droite de représen- 
tation paramétrique X;—a,-+-6t, X,,—a,-+- bit soit située sur U, 
il faut donc que l'on ait aa; —a;, bb; — bi et ab, + ab; — 2a;b;. 
D'où (ab, + ab) — hajabib, = (ab; — ab) — 0. Ceci implique 
b;— ba; pour tout 7; et, en portant dans les premières relations, il vient 
ai; —aa,;, bi; —b*a,a; et 24,6, — 2baia,. Les deux premières impliquent 
b;;—ba;;en caractéristique 2 ; même conclusion en caractéristique £ 2 
compte tenu de la troisième. La représentation paramétrique consi- 
dérée est alors celle du point (a;, ay). 


Lemme 3. — Soit V" une variété de dimension n> 3 de l'espace 
projectif Sy; les hyperplans H de Sy tels que H.V soit décomposé 
forment un système (T) de dimension <N—2. 

En effet, dans le cas contraire, les traces des He(T) sur un hyper- 
plan générique H, de S seraient tous les hyperplans de H,. Alors 
V.H, aurait, d’après l’associativité des intersections, toutes ses 
sections hyperplanes (dans H,) décomposées. Or ceci est impossible 
puisque V.H, est une variété de dimension > 2 [13]. 

Nous pouvons déduire tout de suite de ces lemmes une fibration 
par des diviseurs : 


Proposition 2. — Soit V" une variété projective normale définie sur 
un corps k. Il existe une extension de degré k’ de k (égale à k sik est 
infini), et une correspondance birationnelle définie sur k’ entre V et 
une variété V' d'un produit S, X Sy, se projetant sur §, et telle que, 
pour tout point MeS,, le cycle intersection (M X Sy). V’ se réduise à 
une variété W(M) normale pour M générique sur Kk’. 

Comme toute variété est définie sur une extension de type fini du — 
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corps premier, on peut supposer k infini. Supposons aussi V non 
réglée lorsque n — 2 (lemme 2). Pour n >3 (resp. n= 2) on peut, 
d’après le lemme 3 (resp. le cor. du lemme 1), trouver un faisceau 
linéaire (F) d’hyperplans (resp. d’hyperquadriques) défini sur k et 
tel que, pour tout He(F), H.V soit non décomposé. D’autre part, 
comme presque toutes les sections hyperplanes (resp. hyperqua- 
driques) sont normales d'après [13] (resp. d’après [13] et le fait que 
les sections hyperquadiques de V correspondent aux sections 
hyperplanes de T(V), T étant la correspondance définie au lemme 2), 
on peut choisir (F) de telle sorte que la section W de V par un 
élément générique sur k de (F) soit normale. Soient ¢ le paramètre 
de cet élément, et (x) un poini générique de W sur A(t) ; la variété V’ 
de point générique (¢, x) sur k répond évidemment à la question. 
Avant de montrer que, dans la prop. 2, on peut supposer Vv’ 
normale, nousallons donner un procédé de fibration par des courbes : 


Proposition 3. — Soit V" une variélé projective définie sur un 
corps k. Il existe une extension de degré fini k' de k (égale à k si k est 
infini), et une correspondance birationnelle définie sur k’ entre V et 
une variété V’ du type suivant : V' est une sous-variété de S,_, X Sn 


se projetant sur S,_,, — les points M de S,_, tels que le cycle 
(M X Sx).V' soit décomposé forment un ensemble algébrique de 
dimension <n—3, — pour tout point M de §,_, l'intersection 


(M X Sx) n V’ est propre (c'est-à-dire de dimension 1). 

Appelons T, la transformation birationnelle de S, définie dans le 
lemme 2 (au point de coordonnées homogènes (x;), T, fait corres- 
pondre celui de coordonnées homogènes (x;æ;)(i< j)). Remarquons 
que, si L* est une variété linéaire de S,, la variété T,(L’) est projecti- 
vement équivalente à T,(S,) : il suffit en effet de considérer l'image 
par T, du point générique (Zu )(o Li<s,0< JL, u; variables 
indépendantes). Considérons la variété T°(V). Comme T(V) n'est 
pas réglée (lemme 2), et comme les sections hyperplanes d’une 
variété T(U) correspondent aux sections hyperquadriques de U, la 
remarque ci-dessus, le lemme 3 et le cor. du lemme 1 montrent que, 
si L* est une variété linéaire de dimension s > N — n + 2 de l'espace 
projectif Sy où T*(V) est plongée, telle que L.T?(V) soit non 
décomposé, alors les hyperplans H°-' de L tels que H . T'(V) soit 
décomposé forment un ensemble algébrique de dimension < s— 2. 

On déduit aussitôt de ceci par récurrence sur N—s que, sur la 
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grassmannienne Gy y_,_; des variétés linéaires L de dimension 
N—n-+1 de Sy (qui est de dimension (n — 1)(N — n + 2)), les 
variétés L telles que L.T*(V) soit décomposé (ou non défini) forment 
un ensemble algébrique (X) de dimension < (n —1)(N—n-+-2)—2. 
Il existe donc dans Sy une variété linéaire PX~"*? définie sur k et 
telle que le système linéaire des LX~"*' passant par P coupe propre- 
ment (X). Supposons aussi que P ne rencontre pas T’(V), de sorte 
que la projection V” de T*(V) à partir de P est une hypersurface 
de S,,, de même degré que T*(V): alors V" est en correspondance 
birationnelle avec T’(V) et ne contient aucune droite (cf. cor. du 
lemme 1). Dans ces conditions, sur la grassmannienne G,.,,, des 
plans de S, (qui est de dimension 3(n — 1)), les plans Q tels que 
Q.V/ soit décomposé ou non défini forment un ensemble algé- 
brique (Y) de dimension < 3(n — 1) — 2. 

Comme k peut être supposé infini, on peut choisir dans S,,, une 
droite D rationnelle sur 4 de telle sorte que le système linéaire (F"~’) 
des plans Q passant par D coupe proprement (Y). Alors les plans 
Qe(F) tels que Q.V” soit non défini ou décomposé forment un 
ensemble algébrique de dimension <n— 3. Et, comme V" ne 
contient pas de droites, ni donc de plans, on a toujours Q n Vis 0: 
et cette intersection est propre. 

Soient alors (/) un système de paramètres d'un élément générique 
Q de (F) sur (Q est un système de n — 1 variables indépendantes 
sur k), et (x) un point générique sur f(t) de O.V"..Lasvaricté V 
de S,_,XS,,, ayant ({, x) pour point générique sur k répond 
évidemment à la question. 

Réglons maintenant la question de normalité : 


Proposition 4. — Dans les prop. 2 et 3 on peut supposer de plus 
que la variété fibrée V' est normale, et que pour point M générique 
sur k de labase S, ou S,_, la fibre (M X Sx) .V' est normale. 

Prenons l'extension 4’ de telle sorte que le modèle V° dérivé de V’ 
par normalisation sur 4’ n'ait pas de singularités de dimension n— 1 
([7], App. II). Soient M un point générique de la base (S, ou §,_,) 
sur k’, et P un point générique de la fibre (M X Sy) V sur k'(M). 
_ Alors P est point générique de V’ sur k’ ; notons P° le point générique 

correspondant de V°. Considérons la variété V" de point générique 
(M, P°) sur 4’. Comme, pour tout système de coordonnées affines, 
on a IP IPS Pe] —#1[M, P'], les variétés V" et V° sont en 


4 Fr bos I x 
correspondance partout birégulière, et V' est donc un modèle normal + 
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de V’. Il est clair que V" est une variété fibrée de méme base que V’. 
Les propriétés classiques de la correspondance entre une variété et un 
de ses modéles normaux ([14], th:764p461 1) montrent que les 
conditions relatives aux fibres excédentaires et décomposées sont 
vérifiées par V’. Comme k/(M)/P°] est entier sur k(M)[P], et que, 
dans le cas de la fibration par des diviseurs, la fibre générique de V’ 
a été obtenue normale (prop. 2), on a X(M)[P°]—#%'(M){[P] dans ce 
cas ; ceci montre que les fibres génériques (relatives à M) de V’ et 
de V” sont en correspondance birégulière, et donc que celle de y" 
est normale. Dans le cas de la fibration par des courbes, l'existence 
d'un point singulier sur la fibre générique de V” entrainerait 
que le lieu de ce point sur k soit une variété singuliére de dimen- 
sion n—t de V/; ceci est contraire à la normalité de V’; donc la 
fibre générique est une courbe non singuliére et par conséquent 
normale. 


§ 5. — L’isomorphisme birationnel entre G,/G, et §./H- 


Soit V" une sous-variété normale d'un produit B7 X Sy ayant la 
variété projective normale B pour projection. Notons § le sous- 
groupe de G—(G(V) composé des diviseurs D dont le support a 
une projection (ensembliste) sur B de dimension < q— t. Pour que 
D appartienne à §, il faut et il suffit que, pour tout point M de B 
générique sur un corps de définition de D, l'intersection de D et de 
la fibre W(M)—(M X Sx).V soit vide. Nous poserons G,/G(V), 
G—=G{(V), §.=H+G6. H$=H+G,, et conserverons ces 
notations dans le reste de ce mémoire. 

Notons p la projection de V" sur B°. Comme V et B sont normales 
le diviseur D =p (d)—(4 X Sy). V est défini pour tout diviseur d 
de B, et appartient au groupe $; ces diviseurs de la forme p'(d) 
forment un sous-groupe $/ de $, isomorphe à G(B). On obtient un 
système de générateurs du groupe $ en adjoignant à f': 

a) Les sous-variétés A"~' de V" dont la projection sur B est de 
dimension <q—2; si cette projection A’ est de dimension 
he e:(¢ > 0); "la fibre (M Sy) n V d’un point générique M’ 
de A’ doit être de dimension n—q—e, c’est-à-dire excédentaire 
d’excés e. 


b) Les composantes Z"~' des diviseurs p'(U‘-') (U c B) qui sont 
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décomposés ; alors, pour un point générique M” de U, la fibre 
W(M")=(M" X Sx). V est décomposée. | 

Il résulte alors aussitôt des prop. 2 et 3 (complétées par la prop. 4) 
que l'on a le résultat suivant : 


LEMME 4. — Pour les variétés fibrées normales V' fournies par les 
prop. 2,3 et 4, les groupes & et §9' sont égaux. 

Etudions maintenant l’homomorphisme canonique À de G,/G,sur 
H./H. lorsque § = §’. Notons 9; et $9; les sous-groupes p (G,(B)) 
etp (G,(B)) de $'; ils sont respectivement isomorphes à @,(B) et 
G,(B); on a Hc Hn Get Hic Hn G,. Le noyau de l’homomor- 
phisme A est (8 + @,) n G.)/G,— (( n G,)+ G,)/G, (puis- 
que G: c G.). groupe qui est isomorphe à (4 n G,)/($ n G,). Or ce 
dernier groupe est isomorphe à un sous-groupe d’un groupe quotient 
de $'/$r, c'est-à-dire de G(B)/G,(B). Et, comme les éléments 
de G, sont de degré o, le noyau de A est même isomorphe à un sous- 
groupe d'un groupe quotient de G,(B)/G{B). 

Or les bases B des variété fibrées obtenues aux prop. 2 et 3 sont 
des espaces projectifs S, et S,_,, pour lesquels les diviseurs de 
degré o sont tous linéairement équivalents à zéro. Ainsi, dans ces 
deux cas, l’homomorphisme À est un isomorphisme de G,/G, 
sur §,/H). 

Soit & un corps de définition de V”. Il est clair que A est ration- 
nel sur 4. Montrons que, pour les variétés fibrées étudiées, il est 
birationnel sur k. Soit en effet « un élément de $,/$,, et soit De, 
un représentant de « rationnel sur un corps K contenant k; posons 
D—D,+D, (Def, D.€G,); comme § est canoniquement 180- 
morphe à G(B) et que B est un espace projectif, D, est linéairement 
équivalent à tout diviseur de même degré de $, et en particulier à 
un diviseur D’ rationnel sur k (par exemple de la forme p (d), 
d étant un multiple d’un hyperplan de B rationnel sur k); alors 
D — D’ est un diviseur de G, rationnel sur K, et dont la classe 
mod. ©, est h~*(a). En résumé: 


Proposition 5. — Si V" est une des variétés fibrées normales 
obtenues par application des prop. 2 ou 3, et 4, et si k est un corps de 
définition de V, alors l'homomorphisme canonique de &, (V)/G,(Y) sur 
ÿ./$, est un isomorphisme birationnel sur k. 
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§ 6. — Construction d’une variété abélienne isomorphe à Ga Dr 


Proposition 6. — Soit V" une variété normale d’un produit B’ X Sy 
d'une variété projective normale B et d'un espace projectif Sy, se 
projetant sur B et soit k un corps de définition de V ; supposons que, 
pour tout point générique M de B sur k, la fibre W(M)=(M X Sy). V 
soit une variélé normale de dimension n — r, et que l’assertion a) du 
théorème d'existence de la variété de Picard (§ 2) soit vraie pour les 
variétés de dimension n—r. Alors il existe une extension de degré 
fini k de k, une variété abélienne A définie sur k’, et un isomorphisme 
rationnel sur k' de §),/§), sur A. 

La démonstration de l’assertion a) du théorème d'existence de la 
variété de Picard (1. e. existence de la variété abélienne et rationalité 
de l’isomorphisme de G,/G, sur celle-ci) se déduit aussitôt de la 
prop. 6. — soit par récurrence sur n et fibration par des diviseurs 
(prop. 1, 2, 4 et 5), — soit (sans récurrence) par fibration par des 
courbes (prop. 1, 3, 4 et 5). 

La démonstration de la prop. 6 va occuper la plus grande partie 
de ce paragraphe. Démontrons le lemme suivant: 


Lemme 5. — Soit « un élément quelconque de §),/§, et soit K un 
corps algébriquement clos tel que x admette un représentant De®, 
rationnel sur K. Il existe une variété abélienne J définie sur K, et 
un homomorphisme rationnel sur K de J dans §9,/§, dont l'image 
contient «. 

Comme D estalgébriquement équivalent à o, il existe une courbe C, 


un diviseur X de V X C, et deux points simples Q, et Q, de C, tous 
définis sur K, tels que D = pry(X sai X (Q,—Q, ))). Pour presque 


tout point Q de C le diviseur D(Q) =pry(X sa x (Q — Q ))) est 


défini et appartient à @,. Prenons pour J la jacobienne de C, et 
normalisons la fonction canonique c sur C de sorte que c(Q )—o. 
Pour tout diviseur d= 2nQ sur C, notons ¢(a) la classe mod. H, 


du diviseur Xn iD (Q;). Il est clair que + est un homomorphisme, et 


que ¢ e(d)=0 si d est linéairement sanimlent à O sur C. Donc ¢ ¢(d) 
ne dépend que du point S(c (d)) de J([8 LS con 23). Ceci définit 
l'homomorphisme cherché. 
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A. Introduisons maintenant un demi-domaine universel F, 
c'est-à-dire un sous-corps F du domaine universel, isomorphe à 
celui-ci, et tel que le domaine universel soit de degré de transcen- 
dance infini sur F. Étant donnés une variété U définie sur F et un 
groupe (6 de diviseurs sur U, nous noterons UF et @* l'ensemble 
des points de U et le groupe des diviseurs de © qui sont rationnels 
sur F. Nous supposerons que le corps k de définition de V est 
contenu dans F. Au lieu de $,/$, nous étudierons $3/$7. 

Soit M un point générique de B sur F. La fibre W(M) est définie 
sur k(M), et sa variété de Picard P(M) est définie sur une extension 
algébrique finie k(M°) de k(M) telle que l'isomorphisme de 
GW (M))/G{W(M)) sur P(M) soit rationnel sur k(M°). Il existe 
alors une extension algébrique finie k° de:k telle que k°(M’) soit 
extension régulière de k°. Alors, comme F et 4 (M°) sont algébri- 
quement disjointes sur k°, elles sont linéairement disjointes sur 4° 


((7]. chap. 1, th. 5). 


B. Pour tout diviseur D de #9 le diviseur d—= W(M). D sur W(M) 
est défini et est algébriquement équivalent à O ; il correspond donc 
à D un point de la variété de Picard P(M) que nous noterons g(D): 
lorsque D est rationnel sur un corps K contenant k°, le point g(D) 
est rationnel sur K(M°). L'application g est un homomorphisme 
de §* dans P(M). Montrons que son noyau est Hi; en effet, si 
de®,(W(M)), c'est le diviseur d’une fonction f sur W(M); si 
K( = k) est un corps (contenu dans F) sur lequel D est rationnel, hi 
peut étre supposée définie sur K(M); alors si P désigne un point 
générique de W(M) sur K(M), la fonction f ‘sur V définie sur K par 
f'(P)=f(P) existe ([7] chap. vin, th. 10, cor. 1) et satisfait a 
(D—(f’)) .W(M)=o; par conséquent De! ; la réciproque est 
évidente. Nous sommes ainsi ramenés à étudier l'image I de $ (ou 
G*) par g. Notons que tout point de I est rationnel sur F(M’). | 


C. Appelons paramétrage d'un sous-groupe I’ de P(M) ua 
plet (K, U, u) composé d'un sous-corps K de F contenant k°, d’une 
variété U définie sur K, et d’une application rationnelle u de U dans 
P(M) définie sur K(M®) et telle que u(U") =I’. Le lemme 5 montre 
que, pour tout point a de I, il existe un paramétrage (K, U, u) tel 
que aeu(U*). De plus, lorsque L est un sous-corps algébriquement 
clos de F contenant 4°, on peut prendre K—L: en effet a provient 
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alors d’un diviseur de®,(W(M)) algébrique sur L(M°) et tel qu'il 
existe un diviseur DEG(V) satisfaisant à d= W(M).D; il suffit 
alors de spécialiser D sur L en un diviseur D’ rationnel sur L et 
d'appliquer le lemme 5. 


D. A tout paramétrage (K, U, u) nous allons associer un para- 
métrage biunivoque. Considérons U et P(M) comme variétés pro- 
jectives. Soit P un point UF générique sur K. Les coordonnées 
homogènes de u(P) peuvent s’écrire sous la forme (a,(m, P)), ou 
les a; sont des polynômes à coefficients dans K en les coordonnées 
homogènes de H et en les coordonnées homogènes d’un point Q tel 
que k°(Q) —k°(M°); les polynômes a; sont homogènes par rapport 
à ces deux systèmes de quantités. Notons (m,) un système maximal 
de monômes linéairement indépendants sur k, (et donc sur F) parmi 
les monômes de degré convenable en les (m). On peut alors écrire 


a(m, P)—=Yx;(P}mn, 
j 


les æ,(P) étant des formes de même degré en les coordonnées homo- 
gènes de P, à coefficients dans K. Soit U, la variété projective de 
point générique homogène (æ zy(P)) sur K. L'application u, de U, 
dans P(M) qui fait correspondre au point (x;;) le point air i) est 


telle que u, (US) = a(U*), et définit donc un paramétrage (K, U,, u,) 
du même sous-groupe I’ que (K, U, u). L'indépendance linéaire 
. des m; sur F montre que la restriction de u, à Uf est biunivoque. Le 
paramétrage (K, U,, u,) est appelé le paramétrage standard associé 
à (K, U, u). 

Considérons un paramétrage standard (K, U, uw) et deux points 
génériques indépendants P’ et P” de U* sur K. Comme u(UF) est un 
sous-groupe de P(M), et comme la restriction de u à UF est biuni- 
voque, il existe un point P et un seul de UF tel que 


u(P)=u(P")+u(P”). 
Soient (aj) les coordonnées homogènes de P, (a;) celles de u(P); 
elles sont liées par a, = Ley; On a a¢K(P’, P”, M°) puisque 


u(P)=u(P’)-+u(P"). Risers un indice 7; si a; et les m, étaient 
linéairement indépendants sur K(P’, P”), ils le seraient aussi sur F 
puisque RSR M”) et F sont linéairement disjoints sur K(P’, P’); 

or ceci est contraire à l’existence des x; dans F. Il existe donc une 
relation linéaire à coefficients dans K(P’, P”) entre a; et les m,, et, 
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en vertu de l'indépendance linéaire des m, sur K(P’, P”), celle-ci est 


nécessairement de la forme a, = Drm (xieK(P', pie En vertu 


J 
encore de l'indépendance linéaire des m; sur F, ceci implique 
x= 2x;€K(P’, P”). Ainsi le point P est rationnel sur K(P’, P”), et 
nous avons défini sur U une loi de composition définie sur K; la 
restriction de celle-ci à U* est obtenue en transportant celle de P(M) 
au moyen de uw ‘; par conséquent le composé æ + y de deux points 
quelconques x et y de UF est déterminé de façon unique. Nous allons 
montrer qu'un modèle normal de U est une variété abélienne. C'est 
ce qui résulte du lemme suivant (*): 


Lemme 6. — Soient U une variété et T une loi de composition sur U 
définies sur K telles que, x et y étant deux points génériques indépen- 
dants de U sur K et a et b deux points quelconques de U, x + y ait une 
unique spécialisation sur (x, y) —(a, b) avec référence à K. Alors, 
sur un modèle normal U’ dérivé de U, la loi de composition T’ déduite 
de T est partout définie. Si T est une loi de groupe et si U est une 
variété projective (donc complète), U' est une variété abélienne. 

En effet les anneaux locaux des points (a;, b;) de U’ & U’ corres- 
pondant à (a, b) sont les anneaux de fractions Om, de la clôture inté- 
grale o! de l’anneau local o de (a, b) sur U X U relativement à ses 
idéaux maximaux Ij. ([r4], th. 7): Par hypothèse l’anneau local 
du point (a, 6, a+-6) sur T est entier sur 0 ([7]. chap. 1, prop. 22). 
Donc © est contenu dans 9’, et le composé de a; et 6; par T’ est bien 
déterminé, et a ses coordonnées dans Om Par conséquent la loi 
de composition T’ sur U’ est partout définie (au sens de [8], §1, n° 3) ; 


E. Nous allons déduire de ceci que, si (K, U, u) est un paramé- 
trage standard, la dimension de U est inférieure à celle de P(M). En 
effet soit p la projection du modèle normal U’ sur U ; l’application 
rationnelle uep est un homomorphisme de la variété abélienne U’ 
dans la variété abélienne P(M). S'il n'était pas biunivoque, son 
noyau contiendrait un point ¢ d’ordre fini de U’ distinct de l’élément 
unité : mais, comme {UF et comme la restriction de u à UF est 
biunivoque, ceci implique p(t)=0 ; alors, si æ désigne un point 


(8) Notre démonstration primitive était incomplète sur ce point. Nous remercions 
vivement M. W. Chow de nous l’avoir signalé, et de nous avoir indiqué la méthode de 
normalisation de U (employée par lui dans sa démonstration d’existence de la jacobicnne 


d’une courbe; cf. [3]). 
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de U’ tel que p(x) soit un point normal de U (par exemple un point 
simple), ceci implique p(a-+-¢) = p(x) contrairement au fait que x 
est l’unique point de U’ se projetant en p(x) sur Us 

Ceci montre que, si P est un point générique de U* sur K, P est 
purement inséparable sur K(M’, u(P)). Nous ne chercherons pas 
si P est rationnel sur K(M’, u(P)), c’est-à-dire si u est birationnelle. 
Nous n’en aurons en effet pas besoin. 


F. Nous pouvons alors considérer, parmi les paramétrages stan- 
dard de sous-groupes de I, un paramétrage (K, U, u) pour lequel la 
dimension de U soit maximum. Montrons dans ces conditions que, 
si (K‘, U’, u’) est un paramétrage standard d’un sous-groupe w'(U”) 
de I contenant u(U") on a u(U") — u(U"). Soient en effet L le corps 
composé K(K’), et P un point générique de U* sur L. Le point 
Gaon 4 a(P}) est purement inséparable sur L(M’, u(P)) et donc 
sur L(M°, P) ; comme il est rationnel sur F, il est purement insépa- 
rable sur L(P). On voit de méme que P = w—'(w’(Q)) est purement 
inséparable sur L(Q). Donc les points P et Q ont même dimension 
sur L; comme dim (U’), <dim(U), ceci montre que Q est point 
générique de U sur L. Par conséquent u’~ éu est une application 
biunivoque (« birationnelle modulo les racines p-ièmes ») de UF 
sur U”, et l'on a bien u(U?) =u'(U*). 

De ceci l’on déduit que, si (K, U, u) est un paramétrage standard 
d'un sous-groupe de I tel que dim (U) soit maximum, alors l’image 
u(UF) est I tout entier. En effet nous avons vu que, pour tout point 
a de I, il existe un paramétrage (K”, U”, x”) d’un sous-groupe de I 
tel que u"(U"*) contienne a (alinéa C). On considère alors le para- 
métrage (K(K”), He ann w) défini par w(P, P)—u(P) + u’(P"), 
et le paramétrage standard (K(K”), U’, u’) qui lui est associé. On a 
alors u(U*)—=u'(U"). Et, puisque aeu’(U"), notre assertion est 
démontrée. 


G. Nous avons déjà obtenu un paramétrage (K, U, u) tel que 
u(U*) = 1. Nous allons montrer que l’on peut en obtenir un qui soit 
définie sur une extension algébrique de k. Pour cela considérons un 
point générique P de UF sur K ; il existe une extension algébrique 
finie A’ de k telle que £'(K, P) soit extension régulière de k’ ; soit (P’) 
un système fini de quantités tel que X'(K, P)—#'(P'), et soit U’ le 
lieu de P’ sur k’, Considérons le paramétrage (k’, U’, u’) défini par 
u'(P’)=u(P). Son image u/(U) contient u(U®) = 1 puisque toute 
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spécialisation de P sur K s'étend à une spécialisation de P’. Elle 
coincide donc avec I puisque l'image de n'importe quelle variété par 
un paramétrage est contenue dans I. 


H. Par passage au paramétrage standard (k', U, u) associé à 
(4, U’, w’) et par normalisation (alinéa D), nous obtenons une 
variété abélienne A, telle que Af soit en correspondance biunivoque 
avec UF et avec I. Nous terminerons donc la démonstration de la 
prop. 6 en montrant que l’isomorphisme de {9{// sur A* ainsi 
obtenu est rationnel sur k’. Pour ce faire il s’agit de montrer que, 
si K est un sous-corps de F contenant k’ et D un diviseur de 7 
rationnel sur K, il lui correspond un point de AF rationnel sur K. 
Comme la correspondance entre A et UF est birationnelle et partout 
biunivoque, il suffit de montrer que le point (x;) de A® correspon- 
dant à D est rationnel sur K. Soit (a;) le point de I correspondant 
à D; il est, d’après l'hypothèse faite sur la variété de Picard P(M), 
rationnel sur K(M,). D'après la définition des paramétrages stan- 


dards (alinéa D), on a les relations a— Dam, les m, étant des 
J 


éléments de 4°(M°) linéairement indépendants sur F. Fixons un 
indice i; si les m, et a, étaient linéairement indépendants sur K, 
ils le seraient aussi sur F puisque F et K(M°) sont linéairement 
disjoints sur K ; or ceci est contraire à l'existence des x,€F. Il existe 
donc, entre a; et les m;, une relation linéaire à coefficients dans K ; 
et celle-ci est nécessairement de la forme a;= Ÿx 


: 
jm; puisque les m, 


U 
sont linéairement indépendants sur K. Alors le fait que les m, sont 
linéairement indépendants sur F implique «eK, et (a) est 
bien un point rationnel sur K. G40.F yD. 
Nous terminerons ce § par un résultat qui nous sera utile : 


Lemme 7. — Soient V une variélé normale, A sa variété de Picard 
(obtenue par fibration et application de la prop. 6), X un diviseur 
de &,(V) et X' une spécialisation de X sur un corps K contenant K 
(cf. prop. 6). Alors le point x’ de A correspondant à X’ est spéciali- | 
sation sur X > X! avec référence à K du point x de A correspondant aX. 

En remplaçant V par une variété birationnellement équivalente, 
et X et X’ par des diviseurs linéairement équivalents pour lesquels 
la correspondance birationnelle est biréguliére, on est ramené au cas 
où V est une variété fibrée par des courbes avec base linéaire (prop. 5 
et 4), et où l'on a § = ÿ (lemme h, § 5). Notons c l'application _ 
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canonique de la fibre générique W(M) dans sa jacobienne P(M). 
Nous supposerons que le demi-domaine universel F contient K et est 
corps de définition de X et X’. Considérons, sur P(M), les points 
g(X)=S(e(X.W(M))) et g(X’) = S(e(X’. W(M))); d'après [6], 
chap. tv, 9(X’) est spécialisation de g(X) sur X — X’ avec référence 
à K(M°). Il suffit alors de remarquer que l’isomorphisme de A* sur 
Ic P(M) est la restriction d’une application rationnelle et partout 
biunivoque (« birationnelle modulo les racines p-ièmes » de A dans 


P(M) (alinéa D). 


§ 7. — Démonstration complète du théorème d’existence. 


La prop. 6 du § 6 démontre l’assertion a) du théorème d'existence 
(§ 2). Le lemme 7 du § 6 montre aussitôt que l’assertion c), relative 
à l'existence de familles de Poincaré, résulte de l’assertion de bira- 
tionalité b) : il suffit en effet de considérer un point générique a de 
P(V) sur 4’, un diviseur X rationnel sur X’ (a) et représentant de a, 
et le système algébrique ayant X pour élément générique sur k’. 
Nous allons ici démontrer l’assertion 6 pour V, en supposant, par 
récurrence, qu elle est vraie pourles variétés de dimension < dim(V). 
En vertu des prop. 1, 3, 4 et 5 nous pouvons nous borner au cas où V 
est fibrée par des courbes avec base linéaire et § = §' (Cf. § 5). Nous 
démontrerons d'abord deux lemmes : 


Lemme 8 « théorème des diviseurs verticaux ». — Soient UetS 
des variélés complètes normales, W une sous-variété de UXS, f une 
fonction sur W et D un diviseur sur U tels que proju(W) =U et que 
(f) =(D XS).W. Il existe alors un entier n et une fonction g sur U 
tels que (f(P, Q))"=g9(P) pour tout PeU et (P, Q)eW. Si, de plus, 
le corps des fonctions F (U) sur U est algébriquement fermé dans le corps 
des fonctions F(W) sur W, et si U est une variété projective, on 
a feF(U) et D est le diviseur de f sur U. 

Soit K un corps intermédiaire entre F(U) et F(W) et tel que F(W) 
soit algébrique sur K ; notons L la plus petite extension normale de K 
contenant F(W). Considérons, pour toute sous-variété A de dimen- 
sion dim (W)— 1 de W la valuation v, de F(W) dont A est le centre 
([7}: chap. vu, th. 6). D'après l'hypothèse (f)—(D x S).W, il 
existe, pour toute A, un élément x, de F(U) tel que vA(f JA 


GN mm 
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et l’on peut prendre le même x, pour toutes les v, prolongeant la 
même valuation de K. Prolongeons de toutes les manières possibles 
les », AL par des valuations vP; et soit (f;) un système complet de 
conjugués de f sur K. Etant donnés f; et une valuation v de L 
prolongeant une v,, il existe une valuation v’ de L conjuguée de v’ 
sur K telle que v'(f;) —v"(f). Comme v’ et v” induisent la même 
valuation sur K, comme a,€K, et comme on a pris le même x, pour 
toutes les v, induisant la même valuation sur K, on a 


Bt yy) ni leur 


D'où v(f)—v(f), et f et f; ont même ordre pour toutes 
les v®). 

Or, comme W est complète, les seuls éléments de F(W) qui sont 
d'ordre o pour toutes les v, sont les constantes. Donc les seuls 
éléments de L qui sont d'ordre o pour toutes les v® sont aussi les 
constantes : en effet les coefficients du polynôme minimal d’un tel 
élément sur F(W) appartiennenta tous les anneaux des valuations v, et 
sont donc des constantes. On a par conséquent f;— c;f, les c; étant 
des constantes. Si q désigne le nombre des f,, il en résulte que “eK, 
et que les c; sont des racines q-èmes de l'unité. 

Nous allons maintenant montrer qu'il existe suffisamment de corps 
intermédiaires K tels que f’€K pour qu’une puissance de f appar- 
tienne à F(U). Le cas où le degré de transcendance d de F(W) 
sur F(U) est nul étant trivial, nous supposerons d >1. Comme nous 
allons seulement utiliser l'hypothèse “f%K", qui ne fait intervenir 
que des corps, nous pouvons remplacer W par une variété biration- 
nellement équivalente et supposer que, (z) désignant un point 
générique de U et (z, x) un point générique de W sur un corps k, 
l'idéal des relations algébriques satisfaites par (x) sur k(z) ne soit pas 
celui d’une variété linéaire ; en particulier, pour presque tout point (z’) 
de U, l'ensemble algébrique B(z’) des points de W se projetant en (2°) 
n'est pas une variété linéaire. Considérons alors des éléments b, 
du domaine universel, et formons les d combinaisons linéaires 
y;=Yb;x;; pour presque tout choix des b;. F(W) est extension 


Meébrique de degré fixe q de F(U)(y). Comme deux points 
quelconques de B(z) peuvent être joints par une variété linéaire 


Dix; — c;— 0, l'hypothèse f 1%€F(U)(y) entraîne que f? est constante 


sur B(z). En supposant que k est aussi corps de définition de /, ceci e 
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implique que f%(z, x) est purement inséparable sur (2). D'où lexis- 
tence d’un entier n tel que f"eF(U). 

Lorsque F(U) est algébriquement fermé dans F(W) (et, plus 
généralement lorsque F(W) ne contient aucune extension cyclique 
de F(U)), on en déduit que feF(U). Pour démontrer la dernière 
assertion, posons E—=(f)—D; ona (EX S).W=o. Pour en 
conclure que Eo, il suffit de faire voir que E.L—o, L étant une 
variété linéaire générique. On est ainsi ramené [13] au cas où U est 
une courbe normale et où E est une combinaison linéaire de points. 
Par construction, pour tout point P figurant dans E, (P x S).W 
est défini ; et, si PP’, (P XS).W et (P’><S). W n'ont pas de 
composante commune. Donc (EX S). W =o entraîne E— o. 


Lemme 9. — Soient U’ une sous-variété d’un produit UXS se 
projetant sur U, k un corps de définition de U, S et U’, et p la fonction 
projection de U’ sur U. Si X est un diviseur sur U tel que, pour toute 
composante B de X, l’une au moins des composantes B; de p (B) se 
projetant sur B ait coefficient 1 dans p (B), et sip (X) est rationnel 
sur un corps K contenant k, alors X est rationnel sur K. Lorsque U, S 
et U' sont normales et que le corps des fonctions sur U! est extension 
séparable du corps des fonctions sur U, ilewiste une extension algébrique 
finie k’ du plus petit corps k de définition de U, S et U’ satisfaisant 
à la condition suivante: tout diviseur X sur U tel que p (X) soit 
rationnel sur un corps K contenant k’, est aussi rationnel sur K. 

Il est clair que X est invariant pour tout automorphisme du 
domaine universel sur K; donc X est purement inséparable sur K. 
Posons X—ÿn;B°%. Dans les hypothèses de la première assertion 


j 

on a p (BY) —B;-+ Yj, où B; est une variété se projetant sur BY et 
où Y} est un diviseur positif n’ayant pas Bj pour composante. Ainsi, 
comme p'(X) = Zn;B;+ din,Y; est rationnel sur K et comme les B; 


sont toutes distinctes et ne figurent pas dans les Yj, le ‘coefficient n, 
est multiple de l'ordre d'inséparabilité de Bi sur K ([7]. chap. vu, n° 6) : 
Or, comme B‘ est projection de Bj, son ordre d’inséparabilité sur K 
divise celui de Bj ([7], chap. 1, prop. 27). Donc X est rationnel 
sur K, et la première assertion est démontrée. 

Pour démontrer la seconde, il suffit de remarquer que p'(X) est 
défini pour tout diviseur X sur U et que dans l'hypothèse de sépa- 
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rabilité qui est faite, les sous-variétés B dimension dim (U) — 1 de U 
telles que toutes les composantes de p (B) se projetant sur B aient 
des coefficients > 1 dans p (B) sont en nombre fini et algébriques 
sur k: ce sont en effet des composantes de la projection sur U du 
contour apparent de U’, Il suffit alors de prendre pour 4’ un corps 
de définition de ces composantes. 

Démontrons maintenant l’assertion 6) du théorème d'existence 
dans un cas particulier : | 


Proposition 7. — Soit V" une sous-variélé normale d'un 
produit B°-' X Sy d’une variélé projective normale B et d'un espace 
projectif Sx. Supposons que, pour tout point générique M de B, la 
fibre W(M) soit une courbe normale et qu'il existe une extension 
algébrique finie k du plus petit corps de définition de V et B telle que 
la jacobienne de W(M) et une application canonique c de W(M) dans 
sa jacobienne soient définies sur k(M). Supposons aussi que l’on a § = SY 
(c'est-à-dire que tout diviseur E sur V de projection algébrique nulle 
sur B est de la forme p (e), e étant un diviseur sur B; cf. § 5), et que 
le théorème d’existence de la variété de Picard est vrai pour B. Il 
existe alors une extension algébrique finie k’ de k, une variété abélienne À 
définie sur k’, un isomorphisme birationnel sur k de §),/, sur A, et 
un isomorphisme birationnel sur k' de G,/G, sur le produit A X P(B) 
de A et de la variété de Picard P(B) de la base B. 


A. Démontrons d’abord la birationalité de l’isomorphisme de 
S./ 1 sur A. D'après l'alinéa G du § 6, l'image I de $,/$, dans la 
jacobienne générique P(M) peut être obtenue par un paramétrage 
standard (4”, U, u), où k” est une extension algébrique finie de k. 
Si i désigne l'application de la variété abélienne A, obtenue par 
application de la prop. 6, § 6, sur U, l’application ue ide A dans P(M) 
est rationnelle sur k’(M): si a est un point de A rationnel sur un 
corps K contenant k”, le point u(i(a)) de P (M) est rationnel sur K(M). 
Comme l'application canonique c de W(M) dans P(M) est définie 
sur K(M), le point u(i(a)) provient d'un diviseur d sur W(M) ration- 
nel sur K(M). Alors le diviseur D sur V, lieu sur K de d ((7]. chap. vu, 
th. rl est rationnel sur K et satisfait à D. W(M) —d. C’est donc 
un représentant de l'élément de $./$, correspondant à a. Nous 
supposerons que k’ contient k” (condition C,). 


B. Etant donné un point générique a de A sur k’, choisissons un. 
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diviseur D représentant de a et rationnel sur k’(a). Notons o l'élé- 
ment neutre de A; on peut trouver une spécialisation D’ de D 
sur a—o avec référence à k’; et, comme le point o est rationnel 
sur k’, on peut supposer D’ See sur k’. Posons D(a) = D— D; 

le diviseur D(a) est algébriquement équivalent a o, et le point qu 
lui correspond dans §,/, est a. Étant donné un point queleontue a’ 
de A, il existe une spécialisation D(a’) de D(a) sur a — a’ avec réfé- 
rence à k’, et l'on peut supposer D(a’) rationnel sur k’(a’). D'après 
le lemme 7 du § 6, le point de A correspondant a D(a’) est nécessaire- 
ment a’. 


C. Étant donné un diviseur E¢®,, notons v(E) le point corres- 
pondant de A. Le diviseur E — D(v(E)) appartient au groupe $, et 
est donc de la forme (e)+p'(E), où e est une fonction sur V et E’ 
un diviseur sur B. Démontrons les points suivants : 

a) H’ est algébriquement équivalent à o sur B. Remarquons d’abord 
que E’ n’est pas déterminé de façon unique par E, mais que, en 
vertu du lemme 8, deux diviseurs E’ et E” correspondant à E sont 
linéairement équivalents sur B. Comme E¢@,, il existe un divi- 
seur EcG, dont E et le diviseur o sont des spécialisations. Ecri- 


vons E — D(v (E je —(e) +p (E’ i; Par spécialisations de cette égalité 


sur E> E et sur E— 0, on obtient, en remarquant qu'une spécia- 
lisation d'un diviseur de ©, est un diviseur de G, (lemme 7, § 6), 
les égalités E— D(v(E))—(e)+p'(E) et o=(e")+-p'(E"), E 
et E” étant des spécialisations de KE’. On déduit de la seconde et du 
lemme 8 que l'on a E’eG,(B) et donc E’eG,(B). Ceci montre 
que E’eG,(B). Et la remarque faite au début montre que tout autre 
diviseur sur B correspondant à E est aussi algébriquement équi- 
valent a o. 

b) La classe de E’ mod. G,(B) ne dépend que de celle de E mod. &,. 
Soit en effet F un diviseur linéairement équivalent à E. Gomme 


v(E) =v(F), on déduit des égalités 


E—D(v(E))—(e)+p'(E), F—D((F))=(f)+?p'(F) 
que l’on a p'(E'— F’)eG,, D'où E’ — F'eG,(B) en vertu du lemme 8. 


c) Si E est rationnel sur un corps K contenant k’, on peut prendre 
E’ rationnel sur K. En effet E — D(v(E)) est alors rationnel sur K 
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d'après A et B. Sur la fibre générique W(M) le diviseur 
(E— D(v(E))).W(M) 


est linéairement équivalent à O, et c’est donc le diviseur d'une fonc- 
tion ey sur W(M) définie sur K(M). En désignant par P un point 
générique de W(M) sur K(M), la fonction sur V définie sur K par 
e(M, P)=ey(P) satisfait à (ey) — (e). W(M). Ainsi le diviseur 
E — D(v (E)) —(e) est rationnel sur K et est de la forme p (E’). 
En imposant à 4’ la condition de permettre 1’ application de la seconde 
assertion du lemme 9 à la projection de V sur la base B (condition C,), 
on en conclut que E’ est rationnel sur K. 


D. Notons P(B) la variété de Picard de B, et supposons que 
l'isomorphisme de G, (B)/G,(B) sur P(B) soit birationnel sur #’ 
(condition C,). Pour tout diviseur EeG,, écrivons 


E—D(o(E))—(e)+-p'(E") 
et désignons par A(E) l'élément de P(B) correspondant à E’. L’élé- 
ment (v v(E), h(E)) de A X P(B) ne dépend, d’après C, que de la 
classe d'équivalence linéaire de E. On a donc défini une application 
a—(v(a), h(a)) de @,/G, dans la variété abélienne A X P(B), qui 
a les propriétés suivantes : 
a) Elle est rationnelle sur k', d'après C, c) et la condition C,. 


b) Elle est biunivoque. En effet, si E et F sont des diviseurs sur V 
tels que v(E)—v(F) et A(E) =A(F), on déduit des égalités 


E—D(v(E))=(e)+p (FE) et F—D(o(F))=(f)+p (F) 
que l'on a E— F ~p (E’— F’), et donc E— F ~0 puisque E’ ~F’. 
c) C’est une application sur, et elle est birationnelle sur k’. Soit 
en effet (a, b) un point de AX P(B) rationnel sur un corps K 
contenant #’. Prenons un diviseur E'eG.(B) représentant de b et 
rationnel sur K, ce qui est possible d’après C,. D’après l'alinéa B 
le diviseur D(a) est un représentant de a nel sur K. Considé- 


rons alors le diviseur E=D(a)+-p (EF), qui est rationnel sur KS 


On a v(E)—v (D(a)) = =a. Et d'autre part 
| E — D(v(E)) = E— D(a)=p (E), 
ce qui montre que A(E)—b. 
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d) C'est un isomorphisme pour les structures de groupes abéliens 
de 6,/G, et À X P(B). En effet, d’après la prop. 6 du § 6, il existe 
un isomorphisme de @,/@®, sur une variété abélienne A, et l’on 
peut supposer que cet isomorphisme est rationnel sur k’ (condition GC). 
Soit à l'application biunivoque de A X P(B) sur A composée de cet 
isomorphisme et de l'application réciproque de 


a—> (v(a), h(a)) (aeG,/G,). 


D’aprés la construction précédente et le lemme 7 du § 6, une 
spécialisation (a, b)—>(a’, b’) sur un corps K contenant X’ d’un 
élément (a, b) de A X P(B) se prolonge en la spécialisation 
ia, b)— i(a’, b’); donc à est une application rationnelle définie sur #’ 
de la variété abélienne A X P(B) sur la variété abélienne A. 
Comme io, o)—0o, cette application est un homomorphisme 
([8], § III, th. 9): et donc un isomorphisme pour les structures de 
groupe. Ceci démontre notre assertion. 


E. Enfin, comme les conditions C,, C,, €,, CG, imposées en cours 
de route à l’extension k’ de k auraient pù être imposées une fois 
pour toutes dès le début de la démonstration, la proposition 7 est 
démontrée. 

Passons maintenant à la démonstration du cas général : 


Proposition 8. — Soit V" une variété normale d'un produit 
B"" X Sy d’une variété linéaire B et d'un espace projectif, se projetant 
sur B. Soit k un corps de définition de V. Supposons que, pour tout 
point générique M de B sur k, la fibre W(M) =(M X Sx).V soit une 
courbe normale, et que les groupes de diviseurs H et H’ soient égaux 
(§ 5). Supposons aussi que le théorème d'existence de la variété de 
Picard (§ 2) soit vrai pour les variétés de dimension n — 1. Il existe 
alors une extension algébrique finie k' de k, une variété abélienne A 
définie sur k', et un isomorphisme birationnel sur k' de &,/G, 
sur A. 

Comme dans la prop. 7 les conditions imposées à 4’ seront énu- 
mérées en cours de route. La prop. 8 est un cas particulier de la 
prop. 7 lorsque l’application canonique de la fibre générique W(M) 
dans sa jacobienne P(M) est définie sur un corps de la forme k(M). 
Cependant il n’en est pas ainsi en général ; on peut seulement dire, 
d’aprés Chow [3], que la jacobienne P(M) est définie sur k(M), et 
qu'une application canonique est définie sur toute extension de 4(M 


dans 
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sur laquelle un point de W(M) est rationnel. Montrons que cette 
extension peut être choisie algébrique, finie et séparable : en effet, 
parmi les coordonnées (y;) d’un point générique de W(M) sur A(M), 
on peut choisir une, y, par exemple, telle que k(M)(y) soit sépara- 
blement algébrique sur k(M)(y,) ([7], chap. 1, th. a il suffit alors 
de spécialiser y, en une quantité y; séparable sur k(M) et suffisamment 


générale, pour obtenir un point de W(M) séparable sur A(M). 


A. Ceci étant, nous allons introduire une variété fibrée auxiliaire V° 
à laquelle la prop. 7 sera applicable. Soit K° une extension algé- 
brique, finie et séparable de (M) sur laquelle une application 
canonique de W(M) dans sa jacobienne soit définie. Nous supposerons 
(condition C,) que 4’ contient la fermeture algébrique de k dans K’. 
Désignons par m le degré de K'(M°) sur # (M). On a alors 
k(K°)—X(M°) où M° est point générique sur À’ d'une variété 
normale B°. Soit Sy l’espace projectif dans lequel est plongée W(M), 
et soit P un point générique de W(M) sur &(M) (et donc sur k'(M°)): 
considérons, dans le produit B° X Sy, la variété lieu du point (M, P) 
sur k’. En remplaçant cette variété par un modèle normal conve- 
nable V° (cf. prop. 4, § 3), on peut supposer que V° est une variété 
fibrée de base B°, et de fibre générique W°(M’) en correspondance 
birationnelle et birégulière T définie sur #(M°) avec W(M) — et 
que la fonction q sur V° à valeurs dans V qui au point (M°, T(P)), 
fait correspondre (M, P) est une projection de V° sur V. Nous 
noterons (6°, ©}, Gi, H°, nba à pe $! les groupes de diviseurs sur V° 
respectivement analogues à G, &,, G, HH, Har Di Comme la 
fibre W°(M’’) de V° est excédentaire ou décomposée en méme temps 
que la fibre correspondante W(M’) de V, ona &°— 4". Enfin, par 
construction, une application canonique de la fibre générique WM") 
dans sa jacobienne est définie sur k(M°). La prop. 7 est ainsi 
applicable à V°’. Nous supposerons (condition C,) que la variété de 
Picard P(V°) de V° est définie sur k!, et que l'isomorphisme 1 de 
@{/Gi sur P(V”) est birationnel sur #’. 


‘ 


B. Considérons l’homomorphisme de 6 dans G, qui, au diviseur D 
sur V, fait correspondre le diviseur q (D) sur V°. Cet homomorphisme 
est rationnel sur k, et induit des homomorphismes de Ge Gr Ha D 
dans ©, G!, 3. Hi respectivement ; par passage aux quotients il 
définit donc un homomorphisme q' rationnel sur k, de ©,/G, 
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dans G?/G?. Montrons que gq’ est un isomorphisme. En effet, si 
DeG, et si q (D)eGi, q (D) .W°(M°) est un diviseur linéairement 
équivalent à o, et il en est donc de même de D .W(M). Si on désigne 
par K un corps de définition de D contenant k et par fy une fonction 
sur W(M) définie sur K(M) et ayant D.W(M) pour diviseur, 
la fonction f sur V définie sur K et prolongeant Ju satisfait à 
(D—(f))-W(M)—o, et on a donc D —(f)eH. Ainsi D —(f) est 
de la forme p (e), e désignant un diviseur sur B et p la projection 
de V sur B. Comme D est de degré o, il en est de méme de e, ce qui 
implique eeG{(B) puisque B est une variété linéaire. Par conséquent 
DeG,, d’où le résultat annoncé. Remarquons de plus que, comme 
H./H. (§ 6, G), et donc aussi G,/G,($5), peut être paramétré par 
une variété abélienne U définie sur une extension algébrique finie 
de k (que nous supposerons contenue dans k’ ; condition C,), 
l'isomorphisme ioq’ de G,/G, dans P(V°) est rationnel sur #’, et son 
image est une sous-variété abélienne A de P(V°). 


C. Rappelons que, si X est un diviseur sur V de degré assez 
élevé, tout diviseur E sur V de degré o est linéairement équivalent 
à un diviseur de la forme D — X où D ést positif (ceci se déduit 
sans peine des résultats obtenus au § 6). Pour X de degré assez 
élevé le diviseur X° = q (X) possède la même propriété sur V°. Nous 
supposerons X fixé une fois pour toutes, satisfaisant à ces deux 
conditions, et rationnel sur k’..D’aprés un théorème démontré par 
Bertini dans le cas classique et étendu par Chow au cas général, les 
systèmes algébriques irréductibles de diviseurs sur V (resp. V°) de 
même degré que X (resp. q (X)) sont en nombre fini et algébriques 
sur k (cf. [6], chap. iv) ; nous supposerons (condition C,) qu'ils sont 
tous définis sur #’. Nous identifierons ici un système de diviseurs 
sur V ou V° avec sa variété image dans l'espace projectif des coor- 
données de Chow ; cette identification n’interfére pas avec les ques- 
tions de rationalité puisque, d’après Chow [2], tout diviseur D sur V 
admet un plus petit corps contenant k et sur lequel il est rationnel 
et que ce corps s'obtient par adjonction à k des rapports des coor- 
données de Chow de D. 

Soient maintenant a un point de la sous-variété abélienne A 
de P(V°) (alinéa B), E° un représentant rationnel sur K —#k'(a) de 
la classe i~'(a) de G:/G}, et E un représentant de la classe (ic q’)~‘(a) 
de &,/G,. Soient D un diviseur positif sur V tel que E—X+-DeG,, 
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et D, un diviseur positif sur V° tel que E’ — X°-+- D°eG@,; on peut 
supposer D° rationnel sur K ([7], chap. vin, th. 10) ; comme 


X°— q'(X), les diviseurs D° et q (D) sont linéairement équivalents 
sur V’. Considérons le système linéaire complet S (resp. S°) des 
diviseurs positifs sur V (resp. V°) linéairement équivalents à D 
(resp. D°) (ces systèmes étant considérés comme variétés de diviseurs 
au sens précisé ci-dessus); l'image S’ de S par q est nécessairement 
contenue dans S°. Désignons par T l’un des systèmes irréductibles 
maximaux de diviseurs sur V de même degré que D et quicontienne D ; 
soit T° son image par q : Montrons que l’on a S$' — T° nS’. En effet 
l'inclusion S’ c T° n S° est évidente. Inversement soit F° un élément 
de T° n S°; il est de la forme q (F). avec FeT, et il nous suffit de 
montrer que FeS. Or, comme F°eS°, on a E° — X°-E F%@)}, et le 
diviseur (E°— X°-+- F°). W°(M°) est linéairement équivalent à o sur 
W°(M°); il en est donc de même du diviseur (E — X +F).W(M) 
sur W(M), et E— X-+-F est linéairement équivalent à un diviseur 
de la forme p (f), où f est un diviseur sur B et où p désigne la 
projection de V sur B; comme E et F — X sont de degré o, il en 
est de même de f; comme B est une variété linéaire, on a feG,(B), 
d'où E — X + FeG, et Fes. 

Représentons maintenant le système linéaire S° par un espace pro- 
jectif L°, en faisant correspondre à chaque élément Y° de S° la fonc- 
tion fx, (définie à un facteur constant près) telle que (fx) — Y’ — D", 
et en remarquant que toutes ces fonctions sont de la forme Des 


Lt 
les c;étant des constantes et les f, des fonctions définies sur K —#'(a) 
([7], chap. vu, th. 10). Le système S° et l'espace L’ sont en corres- 
pondance birationnelle définie sur K. Au sous-système linéaire S’ 
de S° correspond une sous-variété linéaire L de L’. Comme 
S’=T’n S°, L est, en tant qu’ensemble algébrique, normalement 
algébrique sur K ; par conséquent la variété linéaire L est définie sur 
un corps K’ purement inséparable sur K. Il en résulte que L contient 
un point rationnel sur K’, auquel correspond un diviseur Y° de S’ 
rationnel sur K’. Ce diviseur Y° est de la forme q (Y), avec Yes; 
en imposant a k’ la condition de rendre possible l'application du 
lemme 9 à la projection q de V° sur V (condition C,) (ceci est pos- 
sible puisque le corps des fonctions sur V’ est extension séparable du 
corps des fonctions sur V), on en déduit que Y est rationnel sur K’. 
Par conséquent l'élément a de la variété abélienne A admet un repré- __ 
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sentant X — Y purement inséparable sur K—#'(a). En particulier, 
sur un corps de caractéristique nulle, l'isomorphisme icq’ de G./G: 
sur À est birationnel sur k’, ce qui démontre la prop. 8 dans ce cas. 


D. Pour traiter le cas d’un corps de base de caractéristique p = 0, 
nous allons changer de variélé abélienne. Soit d’abord a un point 
générique de A sur kh’; considérons la variété linéaire L correspon- 
dante (alinéa C); soit K’ le plus petit corps définition de L conte- 
nant k’(a). En remplaçant éventuellement 4’ par une extension pure- 
ment inséparable et en remarquant que K’ est purement inséparable 
sur #/(a), on peut supposer que K’ est une extension régulière de h’ 
(condition C,). Écrivons alors K’ =;’(a,), où a; est point générique 
sur k’-d’une variété A;. Pour un choix convenable de A,, l'application 
rationnelle r de A; sur A définie sur k’ par r(a;) — a est partout 
définie, et donc partout biunivoque: on peut par exemple prendre 
pour coordonnées homogènes de a, des racines p'-ièmes de formes 
convenables et toutes de même degré d (multiple de p") en les coor- 
données homogènes de a, ainsi que les monômes de degré dp " en 
les coordonnées homogènes de a. 

Notons fh l'application r~'cieq’ de &,/G, sur A;. Pour tout 
point a’ de A; nous noterons S(a’) le système linéaire des diviseurs 
positifs Y tels que Y — X soit représentant de A~‘(a’), et L(a’) la 
variété linéaire correspondante (cf. alinéa C). Ona vu à l'alinéa C 
que L(a’) est purement inséparable sur k'(r(a’ )). D'après la construc- 
tion de A; ona k(r(a), L(a’ )) =k'(a’) pour certain point générique 
a’ de A; sur k’; par transport de structure cette égalité est vraie pour 
tout point générique de A; sur k’. 

Nous allons montrer que la loi de composition sur A, définie par 
r—'(a)-++-r~'(6) =r‘ (a+6)(a, beA) est rationnelle et définie sur k’. 
Prenons en effet pour a et b des points génériques indépendants de A 
sur k’, et notons a’ et b les points génériques correspondants de A.. 
Comme K{a, L(a’))=k'(a’) et k(b, L(b))—4/(b'), il existe des 
représentants E, et E, de h~‘(a’) et h~'(0’) rationnels sur k’(a’) 
et A’(b’). Alors E,-+E, est représentant de h-*(r~*(a-++6)), et le 
plus petit corps de définition de L(r~*(a+-b)) est contenu dans 
k'(E,-+-E,) <k(a’, 6’). Or, comme r~'(a+b) est générique, et 
comme k'(a+-b) c k'(a’, 6’), ona 


kr (a+b))=# (ab, L(r-'(a+4))) eka, 8). 


Notre assertion est donc démontrée. 
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Comme r est une application biuninoque de A; sur A, le composé 
de deux points quelconques de A; est déterminé de facon unique. Le 
lemme 6 du § 6 montre donc que l’on peut supposer que A; est une 
variété abélienne. Il ne nous reste plus qu’à montrer que l’isomor- 
phisme h de G,/6, sur A; est birationnel sur k’. 

Soit en effet b’ un point quelconque de A,. D’après l'alinéa C on 
a k'(L(b"), r(b')) ck(E) pour tout représentant E de h~'(b’) 
([7]. chap. vu, th. 10), l'égalité étant vraie pour au moins un divi- 
seur E. Considérons un point générique a’ de A; sur ’(b"); comme 
a’ et a + b' sont des points génériques de A; sur k’, il existe des divi- 
seurs D et E, représentants de h~'(a’) et A~'(a’+-0’), et tels que 
k(a)—=k (D) et k’(a +b')—K(E). Le corps k'(L(E), r(U’)) est 
purement inséparable sur k(r(b')) ; il est contenu dans #’(E — D) 
et donc dans k’(a’, ab") —k'(a", b’) qui est extension régulière 
de k’(b’); on a par conséquent k'(L(b"), r(b')) < k'(0'), et-h-*(b+) 
admet un représentant rationnel sur ’(b’). Inversement considérons 
un représentant D’ de A ‘(b"); comme D + D’ est représentant de 
h(a’ +08’), onak(ad+b')ck(D+D)ck(D, D')=#(a, D, 
d’où kh’ (b') c k'(a', a+b’) ck(a, D’); or k’(6’) est purement insépa- 
rable sur k’(D’); en prenant a’ générique sur k’(b’, E’) ce qui est 
loisible, l'inclusion k’(b’) c k’(a’, D’) entraine que b' est rationnel 
sur k’(D’). La birationnalité de À sur k’ est ainsi démontrée. 

Comme les conditions C,, C,, C,, G,, C,, G, imposées en cours 
de route à l’extension 4’ auraient pu être imposées une fois pour’ 
toutes au début de la démonstration (ceci moyennant de nombreuses 
redites), la proposition 8 est démontrée, et avec elle le théorème 
d'existence de la variété de Picard. 
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(Parvenu aux Annales le 2 octobre 1953.) 


UNE GENERALISATION DU PROBLÈME DE CAUCHY (') 


par Einar HILLE (Nancy et New Haven, Conn.) 


1. — Introduction. 


Il y a un grand nombre de problémes que nous devons au génie 
de Cauchy : le probléme dont il s’agit ici est le probléme des valeurs 
initiales pour les équations aux dérivées partielles. Un cas spécial de 
ce problème nous sert comme point de départ pour les considérations 
suivantes. 

Soit donc R, l’espace euclidien à y dimensions, y(P, ¢) un vecteur 
à m composantes, dépendant du point P de R, et du temps {. De 
plus, soit U un opérateur différentiel linéaire indépendant de ¢ dont 
les coefficients sont des fonctions continues de P. Le problème de 
Cauchy demande de déterminer y(P, ¢) pour chaque ¢ positif comme 
solution du système différentiel 


(1) 2 y(P, \=UyP, D, 170. 
(2) lim y(P, )=y,(P): 


où y,(P) est un vecteur donné à l'avance. Le problème est dit bien 
posé s’il admet une solution et une seule. 

On peut généraliser ce problème de différentes manières. Pour 
plus de précision dans la généralisation suivante on se sert du langage 
des espaces normés. Soit donc Y un espace complexe de Banach, U 
un opérateur linéaire faisant l'application d’un sous-espace D — DU] 


(‘) Conférence faite au 111° Congrés Autrichien de Mathématiciens à Salzbourg le 
10 septembre 1952. Cette conférence a été rédigée pendant que l’auteur avait une bourse 
lulbright et une bourse de la Fondation Guggenheim. 
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de Y sur un sous-espace R— R{U] et considérons le système 


(3) SOUPE] t>o, 
(4) lim |ly(!)—yl|=0, 


où y, est donné à l’avance. Ici il faut que, pour chaque to, y(t) 
soit un élément de D[U] et que l'application ‘> y(t) définisse une 
fonction absolument continue dont la dérivée au sens fort existe et 
satisfasse à (3). 

Ce problème est étroitement lié à la théorie des semi-groupes 
d'opérations linéaires et bornées (*). Soit {T(#)|o<¢}{ un tel semi- 
groupe où T(o)—I et T(¢)—I au sens fort quand t—o et soit A 
la génératrice infinitésimale de T(¢). Alors on a 


(5) F(TOyJ=ATOy} >. 
(6) lim |T (0, — >= 0 


pour tous les y, du domaine de A, c’est-à-dire un système de type 
(3) + (4). Il en résulte que dans le cas où U est génératrice infini- 
tésimale d’un semi-groupe {T(é){, une solution de notre système 
est fournie par T(é)y, quand y,eD[U]. Y a-t-il d'autres solutions? 

C'est une question assez difficile dont la solution générale nous 
échappe, mais si l’on impose une restriction convenable sur l’ordre 
de croissance de la norme de y(f) les difficultés s’évanouissent dans 
des cas étendus et le problème admet au plus une solution. Nous 
disons que la solution y({) est du type normal w si l’on a 


(7) lim sup — log |ly(8)\| =o < 0. 
Cela étant on peut démontrer (*): 


(2) Cf. mon livre [1] pour tout ce qui concerne cette théorie. 

(*) J'ai énoncé un théorème moins général dans un travail qui va paraître dans un autre 
recueil [3] et dont la connaissance n’est pas nécessaire pour la lecture de la présente note. 
Je dois à mon ami M. R. S. Phillips l'observation qu’on peut supprimer une des conditions 
restrictives dans l’énoncé original en s’appuyant sur le lemme du paragraphe 2 ci-dessous. 
Il s'agit de l’ordre de croissance de la résolvante de U; en y réfléchissant je me suis 
convaincu qu’on peut se débarrasser de chaque hypothèse sur l'existence ou sur les pro- 
priétés de la résolvante sans modifications essentielles du raisonnement. Voir la démons- 
tration du théorème 3 ci-dessous. 
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THÉORÈME 1. — Soit U un opérateur linéaire et clos dont les valeurs 
propres ne sont denses dans aucun demi-plan R(À) > À,. Alors, pour 


chaque y, de Y, le système (3) +-(4) a au plus une solution du type 
normal. 


Les conditions du théorème sont satisfaites si, par exemple, U est 
un opérateur borné ou, plus généralement, si U est une génératrice 
infinitésimale d'un semi-groupe T(¢). Dans ce cas, T(¢)y, donne la 
seule solution du type normal et la solution existe pour chaque y, 
dans D, mais peut cesser d’exister en dehors de D. 


2. — Unicité et caractère de la solution. 


L'existence d’une seule solution du type normal a des conséquences 
très importantes. En effet ona: 


Tutorime 2. — Soit U un opérateur linéaire et clos de domaine 
dense dans Y et supposons que, pour chaque y, de D, le système (3)+-(4) 
ait une solution y(t) —=y(t;7,) et une seule qui soit du type normal au 
sens plus restreint que voici. Il y a des constantes M et w, indépendantes 
de y,, telles que 


(8) DC NM” Ill 13 0: 


Alors la résolvante R(A; U) existe pour R(A) > w, U est une généra- 
trice infinitésimale d’un semi-groupe T(t), et y(¢; yj Ly a) 

Il nous fautle lemme suivant: 

Lemme 1. — Soit U un opérateur linéaire et clos de domaine D. 
Soit S un ensemble mesurable dans l'espace euclidien R,, x(s) une 
fonction définie dans 5 à valeurs dans D, telle que x(s) et U [æ(s)] sont 
intégrables au sens de Bochner dans S. Alors | 


(9) US f(s) ds} = f.Ula(s)] as. 


Dans le cas où S est borné et les fonctions æ(s) et U[2(s)| sont 
continues et bornées on peut évidemment trouver des sommes finies 


Zur(s:) et Lu.,U [a(s,)] = U {Duur(ss)} 


telles que la première soit voisine de l'intégrale de «(s) tandis que la 


| (*) Le théorème 2 est du même caractère et découle du même principe que le théorème 5 
de notre travail cité [3]. Nous en donnerons ici la démonstration pour faciliter la lecture. _ : 
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seconde soit voisine de l'intégrale de Ufæ(s)| dans S. U étant clos, 
il en résulte que (9) est vrai. Dans le cas général on recourt au 
théorème de Lusin d'après lequel on peut approximer les intégrales 
dans S par des intégrales étendues à un sous-ensemble borné où les 
fonctions «(s) el U[a(s)] sont bornées et continues. Alors la démons- 
tration s'achève de la même manière. 

Cela étant, nous démontrons le théorème 2 comme il suit : Avec 
la solution y({, y,) formons la transformée de Laplace 

(10) LAG y= ee ere vit wy Val, 


Jo 
qui est une fonction analytique de À dans R(À) > w où elle satisfait 
à l'inégalité 

(11) LOS IE MRA) — 0] [il 
L'application y, — L(A; y,) est définie dans D comme une transfor- 
mation linéaire et bornéc. D étant dense dans Y, on peut prolonger 
la transformation dans tout Y; soit y,—R(A) y, Fapplication 
prolongée. 

L(A; y,) est un élément de Y, nous verrons qu'il est aussi dans D. 
Pour montrer cela, remarquons que sio < a< 8 < æ ona 


ff e™MUly(ts y.)] dt [Pe y(t: y) di 
= eM y(B; y,)—e*y(a3 y) + À [Fe y(e; y,) dl. 


Les conditions dulemme 1 étant vérifiées, il en résulte que 


US f* e~My (ts y) Hit e“U[y(6 »,)]dt. 
U étant clos, un passage aux limites nous donne enfin 


(12) (AL— U) LA; ») 7, 
pour R (A) >, y,€D. Vu que D est dense dans Y et que U est clos, 


la relation s’étend à Y, c’est-à-dire que 


(13) (AL—U)RA)y=y, 
pour N (À) > ow, y,€Y. 


Jusqu'ici nous n’avons fait aucun recours à l’unicité de la solution. 
Maintenant nous remarquons que si y(¢) est une solution de l'équation 
(3) pour {> o et si 4, est fixe, ¢, > 0, alors y({-{,) en est une autre. 
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fl en résulte que y(¢+-¢,; y,), y,€D, est une solution, évidemment 


du type normal, qui tend vers y(¢,; y,) quand ¢—o. Mais alors il 
faut que 


(14) y(t-+t,; ¥)=y(ts y(t, 3%) 


parce que le membre de droite est une solution ayant les mémes 
propriétés. Cela veut dire qu'il existe une famille d'opérations 
linéaires }T(¢)} avec les propriétés suivantes : 


(15) TEp=rtin),, o<t, y€D, 
(16) T(é+4)=T(t)T(,), o<t, t<o, 
(17) TOI << Me™, 

(18) IT@y,—yll~o, to, 7e. 


L'opération T(¢) étant définie, bornée et linéaire dans le domaine D 
dense dans Y, elle peut se prolonger dans tout Y en conservant ses 
propriétés. 

Le semi-groupe {T2)} possède une génératrice infinitésimale, 
que nous désignons par A, dont la résolvante est donnée par 


R(A; Ah =f, e*T(Hy,dt, = RA) Sw. 
La comparaison avec (10) montre que 
R(A; A)y,= RA, y€D, 


d'où il résulte que l'identité est valable pour tout y, dans Y. Mais 
alors il faut que A—U. En effet, soit z,— R(à ; A)y, = R(A)y, 


un point arbitraire du domaine de A. Alors 
(IA), Ch, ou Az Ai; 


La proposition est ainsi démontrée. 


3. — Equations d’ordre supérieur. 


Si l'opérateur U engendre un semi-groupe {T(#)}, alors on a 
aussi ee 
(19) TOY = UT t>o, y€D[U"], n=1, 2,3)... 


où D{U"] désigne le domaine de U". 
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Il est donc naturel de considérer aussi le système 


(20) YWO=HUVyO], too, 
(ar), lim |p" (@) —yll==0, «ko nr, 
t>0 
Où Y,, +--+» Ya, sont des éléments donnés de Y. Ici il faut supposer 


que, pour chaque ¢>o0, y(t) soit un élément de D[{U"] et que 
l'application ¢—> y(t) définisse une fonction de ¢ qui a des dérivées 
au sens fort jusqu’a l’ordre n. 

Pour ce système on a un théorème d’unicité tout à fait analogue 
de théoréme 1. 


THéorème 3. — Soit U tel que U" soit linéaire et clos et tel que 
les valeurs propres de U" ne soient denses dans aucun demi- 
plan R(A) > À,. Alors pour chaque choix de y,, ..., y,_, dans Y ily 
a au plus une solution du système (20)<+-(21) dont la dérivée 
d'ordre n — 1 est du type normal. 

Remarquons que si la dérivée d'ordre n — 1 est du type normal, 
les dérivées d'ordre k,0< k < n—1, en sont aussi, mais on ne peut 
rien conclure sur les dérivées d'ordre plus grand que n— 1. 

S'il y a deux solutions du type normal de notre système, le système 
(20) +(21,) où tous les y, sont nuls a une solution y(¢) non-nulle. 
Alors 


(22) LA y)= fey (Hat 
existe pour R(À) > w, w étant le type de y(f) défini par (7); et dans 


ce demi-plan L(A; y) est une fonction analytique qui n’est pas 
identiquement nulle. En suivant la méme méthode que ci-dessus 


on voit que 
fbe™Urfy(t) Jat = fem Myint dt 
n—1 8 
DER 0) bt Mf Pe y(b dt 


=U" [Pe™My(tyatt. 
En passant aux limites on trouve que 
(23) (AI — U") L(A; y) —0, RA) > w, 
c'est-à-dire, pour presque chaque À dans ce demi-plan, À" est une 


valeur propre de U" et cela n’est pas en accord avec les hypothèses 
de notre théorème. Il en résulte que L(A; y) —=0, ce qui entraîne 


y(t) =0 et la démonstration est achevée. 
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4, — Questions d’existence. 


Dans le cas n>1, on n'est pas sir, en général, de |’existence 
d'une solution du problème de Cauchy. C’est seulement dans le cas 
où U est borné qu'on a toujours une solution, évidemment donnée 


par 
aS Ÿ pote mn 
(24) JO 2 2 tm ppil Yee 


Cela peut s’écrire d’une facon plus suggestive 


n—i 27ri 


(25) y(t) = 2 exp(7*tU)z,, Ho ey 


où les z, sont assujettis aux conditions 


n—i 


(26) in Ur, bk SRE A SR 
p=0 


Ces conditions ne suffisent pas, en général, pour la complète 
détermination des z,, mais on voit immédiatement que les quantités 
U"~'z, sont univoquement déterminées 


n—i 


—1, — (n) —p-1 es 
(27) U" a 2 api U LES RE D, Ali 


où les x”, sont des constantes numériques, de sorte que la solution 
y(t) est univoquement déterminée par les équations (25) et (26). 
Le cas où U est non borné mais engendre un semi-groupe 
T(t)—=T(#{U) est d’un intérêt considérable. Si y,eD [U”] la fonction 
T(t|U)y,, comme nous venons d'observer, donne une solution de 
(20), la première condition de (21) est vérifiée, les autres seulement 
si on a y; — U“y,. Remarquons que T(¢|U) = exp ({U) si U est borné. 
D'après la relation (25), on sent d'une manière assez vague qu'il 
faut avoir recours aux opérateurs T(é|7*U), ko, pour aller plus 
loin. L'opérateur T (é|7*U) est bien déterminé si n“U est la génératrice 
infinitésimale d’un semi-groupe fortement continu. Ici il y a deux 
cas distincts : (1) n*——1,(2)n" +1. ( 
Dans le premier cas n est pair, n—2p, et nous avons: 


Tutorime 4. — Sin—2pet si U et —U engendrent les semi- | 
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groupes T(é[U) et T(t|—U), continus au sens fort à l'origine 
avec T(o| U) = T(o|— U)—T. alors on a 
T(¢|— U) TU) =T(U)T({ —U) =I. 
En posant T(t) —U)=T(—¢|U) pour t>0, on obtient un groupe 
{T(t|U)|\— © <t< ow}. | 
Il suffit de montrer que T({|U)T({— U)—I. Pour faire voir 


sela, notons que 
RA; —U)=—R(—2: 0), RAD, 


où w, est le type de T(¢| —U), c'est-à-dire que R(A; U) existe dans 
deux demi-plans R(À) > w, et R(A) << —w,. Alors, pour chaque y 
de D[U] ona 


TAUTE =D) 
labo (à af; e%*HR(A; U)R(— y; U) y du da 
d— is 


P>20 g>00 (ami) Y—io 
où y >w,, 8 >, Cf. [1] p. 232, formule (11. 7. 2). Ici on peut 
écrire l'intégrale double comme la différence de deux intégrales plus 
simples en s'appuyant sur la première équation fonctionnelle 
satisfaite par la résolvante qui prend la forme 


— (A+) RQ; U)R(—p; U)=R(A; U)—R(— pv; U) 


dans le cas présent. Dans la première de ces intégrales on passe à la 
limite avec ¢ en obtenant 


nay pe ot tag 1 
HU ee R(A; DEEE 
La seconde donne de la même manière 
y  fô+is : 
i Pel Nb Uy du ao Ye 


Ilen résulte que 
TGJU)T(4—U)y=7y 


pour chaque yéD[U]. Mais D[U] étant dense dans Y et l'opérateur 
dans le membre de gauche étant borné pour chaque ¢ fixe, la relation 
vaut pour tous les y. 


THÉORÈME 5. — Si n=2 et si U engendre le groupe 
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{T(¢| U)|— 0 <t< w}, continu à l'origine où T(o|U) =I, alors 
le problème de Cauchy pour le système (20) (21) a une solution et 
une seule dont la dérivée première est du type normal pour chaque choix 


de y, dans D[U*] et de y, dans D[U] n R[U], à savoir 


(28) 70=— [TU +2)+ TU) —2)) Us =. 


On vérifie sans peine que toutes les conditions sont satisfaites. 
L'unicité de la solution serait démontrée si l’on pouvait appliquer 
le théorème 3. Nous savons que le spectre de U est renfermé dans la 
bande —w,<R(A)<w, d'où il résulte que le spectre de U? est 
renfermé dans un domaine bordé par deux hyperboles. L’opérateur U 
étant clos, U* ala même propriété grâce au lemme, à peine nouveau, 
que voici: 


Lemme 2. — Soit U un opérateur linéaire et clos de domaine 
dense et admettons l’ewistence de la résolvante R(A; U) pour une valeur 
de X(°). Alors les opérateurs U" sont clos et leurs domaines denses pour 
chaque n. 

Donnons la démonstration pourn — 2. Posons Ux, =y,, Uy, =z, 
et supposons que x,—>2,, z,>z,. Ilest entendu que x,¢€D[U*], il 
faut démontrer que æ,eD[U*] et que U*x, =z,. De l’équation liant U 
et R(A,; U) il résulte que 


ASR(A,; U)e,—=A,2,-+ Ux, + R(A,; U)U*s, 
ou 


Yn AR(A,; Ur, — Am —R(A,; U)z,. 


Mais alors lim y, = y, existe et, U étant clos, ils’en suit que y, — Uz,. 
En s'appuyant sur la clôture de U une fois de plus, on voit 
que y,¢€D[U], z,— Uy,, ce qu'il faut démontrer. La transformation 
R(A,; U) donne l'application de Y sur D[U] et l’application de DU] 
sur D[U’]. D[U] étant dense, il en résulte que D[U*] l'est aussi. 
Retournons au théorème 5. Alors, U comme génératrice infini- 
tésimale d’un groupe, continu au sens fort à l’origine, est clos et son 
domaine est dense dans Y, de plus R(A; U) existe en dehors de la 
bande — w, <R(À) < w,. Il en résulte que U* est aussi clos et le 
théorème 3 montre que la solution fournie par (28) est la seule de 


(5) L'existence de -R(X, ; U) entraîne l'existence de R(A; U) au moins dans le cercle 


PA — Xl RA; UNI << 1. 
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type normal. Cela est un peu étonnant parce que dans le cas où A=O 
est une valeur propre de U, la quantité z, n'est pas univoquement 
déterminée. Mais lorsque Uz =o on a T(t|U)z=z pour chaque t, 
— 9 <t< o, c'est-à-dire que l'expression dans (28) ne dépend 
pas effectivement du choix particulier de z, pourvu que Uz, —7.. 
C’est le même phénomène d'indétermination formelle, non-réelle 
que nous avons observé ci-dessus pour les opérateurs bornés. Le 
théorème est ainsi démontré. 

Pour n> 1, le cas traité dans le théorème 5 est le seul où nous 
puissions donner la solution complète du problème de Cauchy. 
Remarquons que la solution (28) est tout à fait analogue à celle 
donnée par (25) dans le cas où U est borné et n — 2. 

Soit maintenant n> 2 et soient U et n'U, n“-£Æ 1, les généra- 
trices infinitésimales des semi-groupes T(¢|U) et T(¢|y*U) continus 
au sens fort à l’origine où T(o[U)—T(o| y*U)—I. Alors T(¢|U) 


a nécessairement un secteur d’analyticité : 


Tutorime 6. — Supposons que U et n'U, y* + 1, engendrent 
les semi-groupes T(t|U) et T({|n“U}), tous les deux continus au sens 
fort à l'origine où T(o| U) = T(on“U)—I. Soit S le plus petit secteur 
du plan complexe de t déterminé par les rayons argt—0o et 
argé—2kr/n —0,. Alors il existe un opérateur T(t), analytique 
dans S, tel que 


(29) lim T(re*)—T(r|U), lim T(re®) =T(r|y*U). 
§>0 6> 6x 


Pour chaque t, et t, dans S ona 
(30) TE + ¢,) = T(¢) T(t). 
Pour montrer cela, observons que 
RQ: Uy= [eT (r|U)ydr, RA) >e,, 
RA: WU = JP eT (r|ntUy dr, RA) > om, 
où w, et w, sont les types de T(r|U) et de T(r|y*U). Mais on a 
RG; 4"U) =n Rx: U), 


d'où il résulte que R(A; U) existe et est analytique dans le 
domaine A, réunion des deux demi-plans RA) > w, et R(n'À) > w,. 
Nous avons aussi 6(A))|R(A; U)|< M(e) où d() désigne la distance 


| 
| 
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de À à la frontière de A et (A) Ze. Pour fixer les idées, supposons 


que 0 << 0, << x. Nous posons 
(31) T= f eMR(A; Uy da, 
2T r 


où {eS et l'est la ligne brisée dans A sur laquelle À est constamment 
à la distance à > o de la frontière, l'argument de À étant supposé 
croissant sur |’, On voit sans peine que T(é) est analytique dans S 
et indépendant de à. De plus on a 


TON = ps JL RQ DRE: Uy addy 


— L ty + ule . . d d'A 
uses [RQ U)—R(p; Dose 


I 


elt eX4R(A; U)ydA= T(t, +4)y, 


2Ti 


où nous supposons que À trace la ligne ['",, à —à,, et que y trace [’,, 
6—=6,, et 6, > 0. 

Les relations (29) s’obtiennent, en observant que pour yeD[U] 
et ¢ sur l’un des bords de S, l’intégrale dans (31) se décompose en 
deux parties, une pour chaque chemin rectiligne ; l’une de ces inté- 
grales est absolument convergente, l’autre existe seulement comme 
valeur principale. La valeur del’intégrale est connue (voir [1], p. 232, 
formule (11. 7. 2)) et est égale à T(r|U)y ou T(r|n*U)y, selon le 
le bord où ¢ se trouve. Supposons, pour fixer les idées, que la valeur 
est T(r|U)y. Alors on peut approximer T(r|U)y, uniformément par 
rapport à r dans un intervalle fini donné, par une intégrale de 
(ani)~'eR(A; U)y prise le long d’une partie finie fixe de [’, cette 
intégrale étant la limite pour ¢—r d'une intégrale approximante 
de T(t)y; il en résulte que lim T(re”)y—=T(r|U)y pour 0 — 09, ce 
qui prouve notre proposition. 


On déduit de (30) que 
aut, iy |) De Sin (8, — 0 +o, sin 6 
(Ba) Em log (re) RCE 


sin 6, | 
c'est-à-dire que T(t) est du type normal sur chaque rayon deS. 


Corozzame. — Si n*U engendre un semi-groupe fortement 
continu pour trois valeurs distinctes de k et si les trois angles entre les - 


4 
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directions correspondantes, argt—27k,/n, sont plus petits que 7%, 
alors U est une opération bornée. 

En effet, il résulte de la démonstration du théorème précédent que 
la fonction AR(A; U) est holomorphe à l'infini, ce qui entraîne 
que U est borné. 

En conséquence, si U est non-borné, il y a au plus Fi I 


valeurs de k, distinctes modulo n, qui peuvent donner des semi- 
groupes bornés et continus. Ce cas se présente, par exemple, si 
n= hp et si U engendre un semi-groupe T(¢|U), analytique pour 
R(t) > o et continu pour R({)Zo. Dans ce cas on peut imposer 
2p— 1 conditions initiales de caractère général à la solution de 
l'équation (20), c’est-à-dire une pour chaque direction admissible, 
mais non pas les 4p conditions demandées dans le problème de 
Cauchy. 


5. — Problème réduit. 


Il résulte de l’observation que nous venons de faire qu'il faut 
remplacer le problème de Cauchy par un problème réduit. La défini- 
tion suivante semble convenable : 


Dérinition. — Le problème aux valeurs initiales de l’équation (20) 
est d'ordre n et de défaut d—n—m s’il existe un entier m<n tel 
qu'on peut toujours trouver une solution de (20) satisfaisant aux 
conditions 


(33) lim|ly(¢)—y,||=0,  k—o, 1, ..., m—td, 
t>0 


où y, est un élément arbitraire de D[U"~*] n R[U*], tandis qu'on ne 
peut pas disposer de la limite de y(t). 
Cela étant nous avons : 


Tutortme 7. — Soit U la génératrice infinitésimale d'un semi- 
groupe T({}U), analytique dans un secteur S et continu au sens fort à 
l’origine. Soit mle nombre de rayons argt— 2km/n contenus dans S 
où un rayon sur le bord de $ est inclus seulement si T(t|U) est continu 
sur le bord en question. Alors le problème aux conditions initiales de 
l'équation (20) est d'ordre n est dé défaut d&n—m. 

En effet, nous pouvons poser 


(34) y(t) = ET (nt | U)z,, 


où la sommation s'étend aux valeurs admissibles de k et où les 25 
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sont des éléments de D[U"} à déterminer. Les conditions initiales (33) 
donnent le système d'équations 


(35) Yp = X "UP z,,, DU, Lo MI), 
tout à fait analogue au système (26). Par hypothèse, 
yx€D[U"~*] à R[U*]. 
Alors le système (35) donne 
ee oat a et 2) neo TY 1m =A. 


Le déterminant du système étant différent de zéro pour mn, il en 
résulte que 
Lime Ms ra hd Belang of 


et 

(36) “yess Lepr Vp» PRET 
Enfin 

(37) y(t) = EL [Zucpe Tnt] U) fo, 


C’est une solution de (20) satisfaisant aux conditions (33). Est-elle 
unique ? Nous ignorons la réponse. Dans le cas où À —0o est une 
valeur propre de l'opérateur UP, l’élément v, n'est pas univoquement 
déterminé mais cela n'introduit aucune ambiguïté dans la valeur 
de y(t). En effet, on peut écrire la solution sous la forme 


m—14 yk 


G8) (N= 2 4 


tail of — IL LUE |es 


où toutes les quantités sont parfaitement déterminées par les condi- 
tions initiales. Il en résulte que le défaut dn — m. Dans le cas où S 
est le domaine d'existence exact de T(¢|U), on peut espérer démontrer 
que d—n—m mais nous ne savons pas le faire. 


6. — Exemples. 


Nous prenons Y—L(— «, æ) sauf pour l'exemple 5. 


Exempte 1. — L’équation de Cauchy-Riemann sous la forme 
complexe 
(39) We, aT ely; 
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Il s’agit de trouver une solution de (39) dans le demi-plan y > 0 
qui tende en moyenne d’ordre un vers une fonction donnée f(x) 
quand y— 0. On a U = i d/dx, opérateur clos dont le spectre ponctuel 
est vide. Alors le théorème 3 dit qu'il y a au plus une solution du 
type normal. Mais les fonctions f(x) de Y donnant des solutions du 
type normal dont les types ne surpassent pas un nombre fixe w, ne 
sont pas denses dans Y car il faut que 


(4o) F(=— i f(s)e7" ds 
V 27 J —2 
soit identiquement nulle quand ¢< — w. Pour le voir observons que 
la solution est une fonction analytique de z dans y > 0, soit f(z), 
alors on peut intégrer e~“’ f(z), << —w, le long d’un rectangle 
+a- ie, a-+ iB, puis on passe à la limite, a> 0, B> 0,e>0 
dans cet ordre. Il en résulte que le théorème 2 ne s’applique pas, 
de plus sa conclusion aurait été fausse dans le cas présent : En effet, 
la résolvante peut s’évaluer et on trouve que R(A; U) existe dans 
tout le plan sauf sur l’axe réel. Alors on conclut que i d/dx ne peut pas 
engendrer un semi-groupe continu dans L(— æ, o) et le problème 
de Cauchy correspondant est de défaut un, c’est-à-dire mal posé. 
De plus, il y a autre chose dans certains sous-espaces de Y. Soit 
w > o fixe et considérons le sous-espace Y,, de Y dont les éléments 
sont des fonctions f(x) telles que la transformée de Fourier F(t), 
définie par (4o), soit identiquement nulle pour {£—w. Y, est 
complet dans la métrique de L(— oo, o). Alors la formule 


(41) W@)=7= fe“ Fat 


Tv —w 


donne une solution du problème de Cauchy qui est du type <w 
pour chaque f(x) dans Y,,. On voit que l’équation (39) a des solutions 
de type normal de chaque type fini maisil y a aussi des solutions de 
type infini (°). 


(6) Soit E.(z) la fonction entière de Mittag-Leffler. On voit sans peine que 


E.(— (x + iy))eL(— 00, 0) comme fonction de x pour chaque y fixe, io Ca<—, 
et que 2 
G, [1 + |yP/*] < log ||Ea(— (@ + ty") |] < Ca [1 + |yP/*]. 


Alors on peut choisir les coefficients a, dans la série 
D anEin(— 2?) 
3 


de manière que la série converge en norme pour chaque y et que la norme de la somme 
croisse plus vite qu’une fonction donnée de 7. 
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ExEMPLE 2. — Equation des ondes 
d? d 
(42) JT. 
dt dx 


On prend U — d/dx qui engendre le groupe unitaire 


(43) (1 g)UI=Se+0. ERP 


On trouve n—2, m—2, d—0o etle théorème 5 donne la solution 
classique 


GE) ¥@ = e+0 ne 04 [yo ds. 


Exempte 3. — Equation de Laplace 


d'y 4 Oy __ 
(45) dE We ie 
L'opérateur U peut se choisir de deux manières diflérentes, soit 


~ 


U IT, soit U =< où le tilde signifie l’opération de conjugaison 


au sens de la théorie du potentiel logarithmique. Tous deux sont 
clos et leurs spectres ponctuels sont vides, par conséquent le théorème 
d'unicité s'applique; mais cela ne vaut pas grand’chose parce qu'il 
est bien connu que le problème de Cauchy est mal posé pour 


l'équation de Laplace. L'opérateur < engendre un semi-groupe 


mais pas un groupe, ce qui donned <1, ici d=1 est la vraie valeur. 


ExEMPLE 4. — Equation du troisiéme ordre 
dy __ d'y 
(46) Tee 


L'opérateur U—+ engendre le groupe (43) mais ni qU ni nU, 


exp (axi/3), n'engendrent des semi-groupes. Alors on a n— 3, 
d<2. Ici on peut démontrer que d—2 par l'observation suivante. 
Les combinaisons linéaires des fonctions (x — kn) * et (x—kn) ”, 
k—1, 2, 3, ..., plus (æ—n) ‘(æ—n) sont denses dans 
L(— 2, æ). Nous proposons de trouver une solution de (46) telle 
que les trois données initiales y,, y,, ¥, soient a 


(a — kn) ”, a (a—ky)~*, b (x —ln)~*, 
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où a et b sont des constantes données. La solution formelle est 
a(a + t— kr) + Bent in) + ya ntm), 
les a, 8, y étant des formes linéaires de a et b. Si 
3(a+ 2)n + (b — 6) — (Ba +2) 0 


on a 8 o et la solution formelle n’est pas dans L(— o, ©) quand 
t—k parce qu’elle devient infinie pour co. Le même résultat 
s'obtient en échangeant » et n et la méthode s'applique aussi au 
troisième cas. Donc il y a un ensemble fondamental de fonctions y,(.) 
pour lesquelles on ne peut choisir ni y,(.) ni y,(.) d'une manière 
arbitraire. Alors il faut que le défaut soit égal à 2. 


Exempce 5. — Equation du quatrième ordre 
; d'y a d y 
(47) dt‘ red dx) 


Nous prenons Y—L{(—, o), U=<: Alors U engendre le 
semi-groupe de Poisson (’). 
t (* fiettyd 
8 P(t = — eee rears 
La transformation de Fourier nous donne le semi-groupe isométrique 
plus simple 


(49) P*()[F] =e" F(s). 


Évidemment P*({) est holomorphe dans §R(¢) > o et continu pour 
R(t) =o, d’où il résulte que P(f) a les mêmes propriétés. Alors on 
trouve 


(50) , 
Pa) =—Ve+)+fe—))++[fet+s) —fe—] 


en calculant la fonction inverse de e~‘!*|F(s). Ici + est réel, et 
|| P(@t)|| = ||P* (iz) |= 1. Les opérateurs {P(it)|— 0 <t< œ } 
forment un groupe, avec P(o)=—I, fortement continu. Alors le 
théorème 7 donne n=4, dX1 et la solution du problème réduit 


(7) Pour ce semi-groupe voir [1] p. 385. Il y a plus de détails dans [2] où la discussion 
s’applique à l’espace Lp, 1 << p< o. 


pre mon: 
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correspondant s'obtient des formules (34) et (36): 


(51) y(t) = P(dz, + Ps, + P(— it)z_,, 
où 
= +] Uv,= y, 
(52) UT (i+i)y, — — w,——(1—d)v,, Ur, —7y 


On objectera, peut-être, que, en remplaçant l'équation (47) par 


© (> 


comme nous l'avons fait, on perdra des solutions et qu'il faut aussi 
considérer l'opérateur U = d/dx et le groupe (43) engendré par lui. 
Cela revient à dire que la solution générale de l'équation des ondes 
est une solution de (47) en supposant les données suflisamment 
dérivables. Mais on peut écrire (44) sous la forme 


(64) PGO H+VI+ PC DV) EY=r 
2 2 dx 

ce qui est seulement un cas spécial de (51). Alors le groupe T(t|d/da) 
n’apportera rien de nouveau au probléme de Cauchy pour (47). Ce 
résultat négatif rendra peut-être la conjecture d— 1 plus vraisem- 
blable. Remarquons en passant que la solution générale de l'équation 
de Laplace satisfait aussi à (47), c'est le terme P(¢)z, de (51). Alors, 
le premier terme de cette somme vient de l'équation de Laplace, 
tandis que les autres viennent de l'équation des ondes, et, si d=—1 
pour l'équation (47) cela découlerait du fait que d= 1 pour l'équation 
de Laplace. 


Il est assez facile de donner des exemples où interviennent des 
opérateurs non-différentiels mais ce qui précède suffit pour illustrer 
la méthode. ot 
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GROUPES FUCHSIENS ET REVETEMENTS 
par Léonce FOURES (Marseille) ('). 


INTRODUCTION 


Nous nous proposons d’étudier un groupe G, Fuchsien ou 
Fuchsoide, contenant des transformations elliptiques. Le groupe G 
pourra opérer dans l'intérieur d’un cercle C ou dans le plan pointé, 
mais nous emploierons toujours le langage se rapportant au cercle. 
Malgré l’utilisation constante du « vocabulaire analytique », (Groupes 
Fuchsiens, Surfaces de Riemann, etc...) les démonstrations sont 
valables non seulement pour un groupe de transformations homogra- 
phiques mais aussi pour tout groupe d'homéomorphismes du cercle 
sur lui-même, à condition que ce groupe soit proprement discon- 
tinu (*) et admette des domaines fondamentaux D, possédant les 
propriétés suivantes (*) : 

a) tout cercle C’ c C est recouvert par un nombre fini de domaines 
fondamentaux D.. 


b) Soit P appartenant à la frontière de n domaines fondamentaux 
(n> 1); il existe un voisinage simplement connexe v(P) séparé par 
les frontières des D, en n composantes seulement de telle manière 
qu'il existe un homéomorphisme de v(P) sur un cercle dans lequel 
les frontières des D, intérieures à v(P) se représentent suivant des 
rayons. Un tel voisinage v(P) sera appelé voisinage élémentaire. 
(Dans le cas des groupes Fuchsoïdes de transformations homogra- 
phiques, cette dernière condition est réalisée avec des domaines 
fondamentaux limités par des arcs de cercle.) 


(') Ce travail a été fait pendant un séjour à l’Institute for advanced study (Princeton). 

(2) Voir Farou, Fonctions algébriques, t. II, p. 69, où sont en évidence des groupes 
discrets qui ne sont pas proprement discontinus. 

(3) Nous appellerons de tels groupe H-Fuchsoides. 
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Nous avons pris soin de rejeter a la fin de nos démonstrations 
l'introduction de la structure conforme pour mettre en évidence son 
rôle secondaire dans ces questions malgré le changement de termino- 
logie qui en résulte dans les énoncés finaux. 

Nous rattachons l'étude du groupe G à celui des revêtements 
ramifiés d’une certaine surface. Je rappelle ici les définitions que 
nous avons adoptées pour les revêtements ramifiés (*) : 


a) t désigne une représentation continue d’une surface $ dans une 
autre S de sorte que si MeS, { "(M) soit un ensemble isolé. 


Définition r.—PeS est couvertsansramification par À c S (pour t) 
s’il existe un voisinage V(P)cS tel que Eya—Ant '[V(P)] ne 
soit pas vide et que toute composante connexe de Ey A soit représentée 
biunivoquement par ¢ sur V(P). 

(J, é) est un revêtement de S relativement non ramifié si tout point 
P eS est couvert sans ramification par 4 (pour £). 


Définition 2. — P eS est couvert avec ramification par Ac ¥ s'il 
existe V(P) tel que: 

1° Ey a ne soit pas vide. 

2° ['; désignant une composante connexe quelconque de Ey 4 


walt. (Pl) n'est pas vide. 


3° [7 —T;— &,. (50 est un revêtement relativement non ramifié 
de V*(P) = V(P) — P. | 

(Si Me VP), (M) a n points dans l, où n est indépendant 
de M et est appelé l’ordre du revêtement (1° ¢), ou l’ordre de rami- 
fication du revêtement (I’,, £) de V(P).) 

(J, ©) est un revêtement de S relativement ramifié si tout pointPeS 
est couvert avec ou sans ramification par J (pour t). 


Définition 3. — PeS est régulièrement couvert par ¥ (pour 2), 
s'il existe V(P) c S tel que toutes les composantes connexes I’; de Ey y 
recouvrent P avec le méme ordre de ramification fini. 

Si tout point PeS est régulièrement couvert par § (pour t), 
(J, ¢) est un revêtement régulièrement ramifié de S. 


(EL: Fourès, Recouvrements de surfaces de Riemann, Ann. Ec. N. S., t. 69, 1952, 
p. 183. Aux indications bibliographiques il conviendrait d’ajouter R. H. Fox : Recent 


developments of knot theory at Princeton, Proceedings of the Int tional C 
(Cambridge), t. II, p. 453. : ernational Congress 1950 


pyle ner? 
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b) Dans les définitions 1, 2, 3 remplaçons les surfaces S et # par 
deux surfaces de Riemann R et ‘ et ¢ par une représentation ¢ assu- 
jettie aux mémes conditions que ¢, et en outre conforme biunivoque 
en tout point où ¢ était seulement biunivoque. 

On démontre alors le théorème suivant (*). 


Tnéonème. — Soit(R, ©) un revétement de R relativement ramifié : 
a. Les points où ¢ n'est pas biunivoque sont isolés ; 


b. Soit P—=¢(2): il est possible de trouver sur R et R des voisi- 
nages V(P) et ‘0(2) dont les paramètres z et © obtenus par les unifor- 
misantes locales T et © sont tels que T.¢.67* =k. 

Le premier chapitre est consacré à la construction d’une surface 
de Riemann R et d’une projection Ÿ de C sur R, invariante par les 
fonctions de G, de sorte que (C, L) soit un revêtement réguliére- 
ment ramifié de R. 

Dans-le deuxième chapitre nous étudions le groupe de Poincaré 
de R et montrons qu'il est isomorphe au quotient de G par un certain 
sous-groupe de G, que nous déterminons. 


CHAPITRE I 


1. — Points fixes des transformations elliptiques. 


A. — Soient D; et D, deux polygones fondamentaux pour le 
groupe Get, , la transformation de G qui représente D; sur D, : 
Dir D... Soit D, la frontière de D; : un sommet de D, est soit un 
point de D} frontière pour au moins trois polygones fondamentaux 
(au moins deux s’il s’agit d'un point sur la circonférence de C), 
soit un point fixe de transformation elliptique; un côté de D, est 
une portion connexe de Dj limitée par deux sommets consécutifs. 
Si y désignera le côté de D, image par @,u du côté Sin de D,. Les 
côtés de Dy, intérieurs à C se répartissent par paires de côtés 


_(8) L. Fouris, loc. cit., p. 185. Ce théorème permet d’identifier ces définitions à celles 
de Stoitow : Leçons sur les principes topologiques de la théorie des fonctions analytiques, 
Gauthiers-Villars, 1938. 
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congruents : s;,,, est congruent à s;,, sil existe une fonction de G, 
gi) telle que 


(1) SD — $i0)(8i, 2): 

On a alors 2, — 9%; 0): 
are —— Pas w(Si,4) Ps Pis) = Pups Pia: Pps (Si, u) — Yiuy(Si, u) 
d'où la relation 

(2) Pau) = Pine Pi): Ppa: 

En particulier: si Di=o,,(D,) +, —où, et d'après (2): 
Du) = Yi. D'après (2) également: 


— # ce # #, = pl ”, / 
(3) Pho— Pin Flo Pm € Pl) Pui Pi: Pon (3) 


donc si #,,, est elliptique de période n: 4%, —1, Gy) est elliptique 


de période <n d’après (3) donc de période n d'après (3’). 


B. — Soient S, , et S;,, les deux composantes de D* —(s, us; ). 
SiS,,etS;,, contenaient chacune un point sur la circonférence de C, 
D, séparerait GC — D, en au moins deux composantes connexes, 
l’une 6, contigué à D, suivant s,,,, l’autre à, contigué à D, suivant 
si, : les domaines 9%, (D,) seraient dans à, pour p > 0, et-dans à; 
pour p< 0 ce qui est impossible lorsque +; est elliptique puisque 
ia) = io - Dans la suite z;,, est une transformation elliptique de 
période n et nous supposerons de plus le numérotage des D; 
tel que : 
D, = Pia D) ; D, i Fi.) — PinX D) = giw(D,) ; “ess 


ph Pia) (D,) ’ D, St PiuX Dh) 


n n 
At —| | (D; us; 1) est limité par deux courbes fermées si=—| | Sia 
A=1 ,=1 


n 
et lO, S;,,- L'une de ces courbes, soit S; n'a pas de points sur 
Tat 
la circonférence de C et est contenue dans la région intérieure à 
l’autre. Nous nous proposons de montrer que S; se réduit à un point : 
supposons le contraire. Il y a alors au moins un côté s,, c S} suivant 
lequel D, est contigu à D,. En transformant D, par ou) et ses 
itérées successives on construit un domaine A’ image de A’ par 


Ys u( A"). 


des : 
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a) D, æ A (fig. 1) alors A' n A°— 6. Les frontières de A,, soient 
Si = ¢,,,(Si) et Si — 9, (Sr) sont toutes deux intérieures à Si, donc 


sont deux courbes fer- 
mées l’une intérieure à 
l’autre : 


er 


cas. S? inté- 
rieure à Sj (cas de la 
figure 1). qu, repré- 
sente alors biunivoque- 
ment, domaine fonda- 
mental sur domaine 
fondamental, l'intérieur 
de S} sur l'intérieur de 
S; : le nombre des 
domaines fondamen- 
taux devrait être le 
même à l'intérieur de 


I 


Fig. 1. 


S; et de Si ce qui est impossible puisque ce nombre est fini, que 
Sj est à l'intérieur de S}, et que D, n'est pas à l'intérieur de S;. 


2° cas. — S; intérieure à Sj.¢,,, représente alors biunivoque- 
ment, domaine fondamental sur domaine fondamental, l’intérieur 
de S? sur l’extérieur de Sj ce qui est impossible puisque le nombre 
des domaines fondamentaux est fini à l’intérieur de Sj, infini à 


l'extérieur de §;. 


b) D, c A' entraîne At= A’. Traçons dans D, un arc à, joignant 


Fig. 2. 


deux points congruents 
sur s,,ets;,,. Les images 
de a, par $f) constituent 
une courbe fermée A 
invariante par 9) qui 
réalise un homéomor- 
phisme de l'intérieur a 
de A sur lui-méme. Si 
uÆ2 ou n (fig. 2), 
—an(D,uDyus,,) 
sépare & en au moins 
deux composantes, l’une 


contenant anD,, l’autre anD,.,. of est ouvert et les deux 
régions que l'on vient de définir n'ont pas de point frontière 
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commun. 9;,.(6) =a n (D, u Dy, , u s;,,) ne pourrait être connexe. 
On doit donc avoir soit u — 2 soit u—n. Si u —n, D, est contigu 
à D, suivants, , donc à D, suivant s;,, et en permuttant les notations 
sy,, ets, , on se ramène au cas  — 2. Soient donc D, et D, contigus 
suivant s;,,——s;,, et s,,—=s;,,. Si s,,ets;,, n'ont pas une extrémité 
commune ils sont séparés par un côté s,, suivant lequel D, ne 
peut être contigu qu'avec D,. Il en résulte qu'il ne peut y avoir de 
sommet de D, entre s;,, et s,, (sur la partie de Df qui contient s,, ,) 
et par conséquent s;,, et s;, seraient un seul et même côté de D,. 

Sj se réduit bien à un point qui est le point fixe de ©. 

THÉORÈME 1. — Si deux côtés s, s’ du polygone fondamental D 
sont congruents par une transformation elliptique +, s et s’ ont pour 
extrémité commune le point fixe de 9. 


C. Cycles elliptiques. — Soient A,A,...A,, k sommets du poly- 
gone fondamental, congruents par les fonctions de G et points 
doubles de transformations elliptiques. Par un procédé classique dû 
à Brahana(*) et schématisé par les figures 3 et 4 on peut à partir 
du premier polygone fondamental en construire un autre dont les 
sommets elliptiques n'ont pas de congruents sur la périphérie de ce 
même polygone. Dans ces conditions les deux côtés du polygone 
issus d'un même sommet elliptique sont congruents par la transfor- 


Vig. 3. Fig. 4. 


mation elliptique ayant ce sommet pour point double (a, et a, dans 
la figure 4). Nous supposerons toujours par la suite que les poly- 
gones fondamentaux sont du type ci-dessus. 


(5) Branana, Annals of Math., 23, 1923, p. 144. 


| 
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II. — Construction de la base. 


A. Le polygone de base. — Désignons par B, l’ensemble des 
points intérieurs aux arcs de D¥ représentés sur leurs congruents par 
une transformation elliptique . %—| ) B,. Soit Q, l'ensemble des 
points fixes de transformations elliptiques sur D* et et Q — U is 
Posons 9 —| JD, etC=Du Gu Q (fig. 5). 

a) Voisinage élémentaire dans €. — Un ouvert contenant M sera 
un voinage élémentaire de M, si suivant la position de M il satisfait 
à l’une des conditions suivantes : 

1° Si Me, il y a un D, et un seul tel que MeD,, il existe alors un 
ouvert V°(M) tel que MeV‘(M) avec V‘(M) c D, ; 

2° Si Me. Il y a deux D, soient D, et D, ayant M pour point 
frontière commun; D, et D, sont contigus suivant s;,,—s;,, où 
CA u€Bu et sy, €D}. Montrons que s;,€B,: 96) Qu, v + iq: $v, w OF 
iw) = Yiu) est elliptique donc aussi +;,, et par suite s;,€B,. Un voi- 
sinage élémentaire V‘(M) est un ouvert contenant M, satisfaisant à 
V:(M) < D, u D,us,, et séparé par s,, en deux composantes seu- 
lement. 


frontiere de @ 


Re. arcs de8 c € 


NZ o points de anc € 


Fig. 5. a 


3° MeQ.M point fixe de transformation elliptique de période n, 


est sommet commun à n domaines fondamentaux D,, D,,, ..., D, 
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et extrémité commune de n côtés de &, que nous noterons {; pour 

Siy = Sp, 9)-4 Un voisinage élémentaire V°(M) est un ouvert contenant 
À PASS & 

M, satisfaisant à : 


VM)cDyuD,us..suD;)0 (6 wéauuuM 


et séparé par les arcs {, en n composantes seulement. 
On remarquera que les voisinages élémentaires constituent une 
base pour les ouverts de €. 


b) Voisinages élémentaires dans A. — Soit d, =D, uB, u Q, et 
f, une application continue de d, sur un ensemble A de sorte que f, 
prenne les mêmes valeurs pour deux points de d, congruents par une 
transformation elliptique de G et seulement pour ces points. À est 
connexe et d’après le théorème 1 est de genre zéro et même simplement 
convexe. 

AD) =È f(B)=8 f(Q)—=o et f(s.) =a, si si est un arc 
e B,. 

On définira les voisinages élémentaires dans À d’une manière 

analogue à celle servant à définir les voisinages élémentaires dans C. 


Fig. 6. Fig. 7 


1° Si med, v(m) c 6. 


2° mef, mes), v‘(m) c à u a) en étant séparé par 5, en deux compo- 
santes seulement. 


3° mew. Soit t l'arc de 8 aboutissant en m, v(m) € à U + um sans 
être séparé en plusieurs composantes par 7. 

Les voisinages élémentaires ainsi définis constituent une base pour 
les ouverts de À. 
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c) Expression de la continuité de f,. — f, étant continue, 
fx: {v*(m)| est ouvert relativement à d,. 

1° med, f,'[v(m)] est un V‘(m) où MeD,. 

23° meB, f;'|v‘(m)] a deux composantes ouvertes dans d,, c’est- 
à-dire pouvant être obtenues par intersection de deux ouverts O, 
et O, avec d,. On peut supposer que O, et O, ne coupent chacun 
que deux domaines D; (y compris D,). V, =O, nd,, V,—0O,n d,. 


‘ 5 eae 
Sea nee 


Fig. 9. 


V, et V, contiennent respectivement les arcs s, et s, de B, tels que 
fs) = fs). 8, ets, sont congruents par i) = Sy, »! $v,u(8,) = §,- 
moO.) —0.,-o, .(V)—V,——¢, 0 O,.V,0 V,sstun ouvert: Vn D, 
et V,n D, sont des ouverts dans C donc leurs points sont intérieurs 
vu V/s SV nB,—V av, =V ob; s Me, M«O)n 0) 
donc M est intérieur à un ouvert W ce (O, n O,); soit PeW, ou bien 
Pe(d, n O,) ou bien Pe(d, n O,) donc PeV, u V, et W< (Vu V,). 

3° mew.M—f;'{m).V,=f,"[v{m)] est un ouvert de d,. Soient 
D, —D,, D,,...D,, les n polygones fondamentaux ayant M pour 
sommet commun, V, V,,... V,,lesimages de V,, dans DD; 201.Dy,; 
Pour démontrer que V, u Vu... u V,, est un ouvert il suffira de 
montrer que M est intérieur à cet ensemble, cela en utilisant l’ouvert 
O,, qui sert à définir V,, comme ouvert relativement à d,, et les 


images O,, de O,, par les pv Mef }0,, et on termine comme 
dans le cas précédent. i 

d) Extension de f,. — Soit Mec. — 1° Si Me®, MeD,. Soit 
M, = 9, (M)eD,. Toute autre fonction de G représente M sur un 
domaine fondamental autre que D,. Posons f(M)— fre Eu. (M). 

9° Si MER il existe deux transformations de G, 9, et ©, représen- 
tant M sur B, et obtenues par représentation sur D, des deux 
domaines fondamentaux D, et D,, ayant M pour point frontière. La 
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relation y= y,v° Pu,» montre que Pu,y(M) et Pur, (M) sont 
congruents sur B,. Dans ces conditions 


m— f(M)= fs e ga,» (M) = fre gy, (M). 


3° MeQ est sommet commun de plusieurs domaines fondamen- 
taux D,,D,, ... Du, - up, 1, est une transformation elliptique de point 
fixe M. Donc ¢,.y=@u.v° Pup ms est indépendant de p, donc aussi 
m— fo Gay (M) JM). Bis 

Il résulte de l'étude de la continuité faite en c) que l'image inverse 
d'un voisinage élémentaire dans A est la réunion de composantes 
qui sont chacune des voisinages élémentaires dans C. Il en résulte 
que l’image inverse d'un ouvert dans A est un ouvert dans C. 

Si Me(D n &), alors me(é n B) et les ouverts V‘(M) ou V, n V, sont 
représentés biunivoquement par f sur v(m); en d'autres termes 
toute composante connexe de f~'|v*(m)| est appliquée par f topolo- 
giquement sur v‘(m). Si MeQ donc mew, la composante de f—'[v"(m)] 
contenant M comprend n « secteurs » V,, où nest la période de la 
transformation elliptique de sommet M: m est couvert à l'ordre n 
par la composante connexe de f~*|v‘(m)| qui contient M (pour la 
représentation f). 


Lemme 1. — (C,, f) est un revétement régulièrement ramifié de A, 
ramifié seulement aux points de f(Q); (C; est une composante connexe 
quelconque de €). 


e) Structure conforme de A. — Soient meA et v(m) un voisinage 
élémentaire de M dans A. Soit Ÿ, une composante arbitraire mais 
fixe de f—‘(v): Ÿ, fu) 

Une composante quelconque %, de f~‘(v) est représentée sur , 
par fx ‘°f qui est une fonction homographique de G. 


1° Si mes u 8, prenons comme uniformisante de v(m) la repré- 
sentation biunivoque Te f-* où T est l’uniformisante de U,. La 
structure conforme étant déjà définie sur €, ces uniformisantes 
définissent une structure conforme cohérente sur À — w indépen- 
dante du choix de la détermination f—'. (C,— Q, f) est un revête- 
ment relativement non ramifié de À — w. 


2° Si mew, soit (M) la composante connexe de f~' [u‘(m)] qui 
contient M: (0(M)—M, f) est un revêtement relativement non 
ramifié de v(m) — m, avec la multiplicité n (où n est le nombre des 
polygones D, ayant M pour sommet commun). D'après le théorème 
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cité dans l'introduction on peut déterminer une uniformisante locale 
de v°(m) cohérente avec la structure conforme déjà définie dans À —w, 
par la relation TG" — A" qui s'écrit ici T=h{H[ f-"]|" où T est 
l'uniformisante cherchée de v‘(m), fr" la détermination de f~' qui 
associe ‘((M) à v(m), et H l’uniformisante de (M) qui n’est autre 
qu'une représentation conforme de Ÿ(M) sur un cercle, M se repré- 
sentant sur l'origine. Ce résultat peut être obtenu directement: 
représentons conformément par F, le cercle C sur un cercle du 
plan z, M étant représenté à l'origine. La transformation elliptique ¢ 


. = A wi : 
de point fixe M se transpose en une rotation d'angle 2 —. qui reste 
n 
encore une rotation d'angle à après représentation conforme K 
n 


de F(T(M)) sur un cercle; [KoFf,']* définit alors une uniformi- 
sante de v‘(m) cohérente avec la structure conforme déjà définie dans 
A — w; si l'on remarque qu’à un facteur constant près KF —H on 
retrouve l'expression précédente. 

Nous appellerons A le polygone de base et sa structure conforme 
sera dite l’image par f de la structure conforme de €. 


B. — Construction de la base. — Désignons par D, la réunion 
de D, (ouvert) et de la partie de sa frontière qui est intérieure à C. 
Soit 4, une application continue de D, sur une surface R’ de manière 
que ,(M)—%,(M') si M et M’ sont congruents et seulement dans og 
cas. Yyof,' représente A biunivoquement sur un domaine A’ cR ; 
la fermeture de A’ dans PR’ étant R’. Les voisinages élémentaires 
dans R’ seront définis de la maniére suivante : 

1° pe’, v°(p) est l'image par 4,-/f, " d'un voisinage élémentaire 
dans A; 

2° pe(R’ — A’). En p aboutissent n arcs de la frontiére de A’ dans 
R’ et un ouvert contenant p sera un voisinage élémentaire si la 
frontière de A’ dans I’ sépare v(p) en n composantes seulement 
représentées sur des secteurs circulaires par une homéomorphie 
convenable de v(p) sur un cercle. | 

On étend ensuite 4, en une application continue y de C sur R’ de 
sorte que )(M) = 4 (M") lorsque M et M’ sont congruents, comme on 
a fait l'extension de f, en f. Lorsque pe} () toute com posent de 

—'[v(p)] est représentée par % biunivoquement sur vp). = 
pel (Q) (peA’); toute composante de 47° [v°(p)| recouvre p avec la 


méme multiplicité. 
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TuéorèmMe 92. — Ælant donné dans un cercle GQ un groupe 
H-luchsoïde  d'homéomorphismes contenant des transformations 
elliptiques, il existe une surface R' et une projection ) de C sur R’ de 
sorte que (CG, ) soit un revétement de R’ régulièrement ramifié aux 
points images par‘) des transformations elliptiques du groupe. 

Désignons par R la surface de Riemann obtenue en introduisant 
dans l'intérieur de R’ la structure conforme image par Ÿ de la struc- 
ture conforme de C (dans le cas où G estun groupe Fuchsoïde). On 


1 


écrira R—C mod G ou R— R contient alors une image 
si 


conforme biunivoque de A que nous appellerons encore A. 


Tuéorime 2 bis. — Etant donné dans un cercle C un groupe 
Fuchsien G de transformations homographiques, contenant des trans- 
formations elliptiques, il existe une surface de Riemann R et une 
projection Riemannienne | de C sur R de sorte que (C, Y) soit un 
revélement de R régulièrement ramifié aux points images par v des 
points fixes des transformations elliptiques de G. 


C. — Le revêtement universel de R. — Pour construire le revéte- 
ment universel de R on peut utiliser le système des courbes tracées sur 
R (ou R’) et limitant A (resp A’) simplement connexe. Ce système de 
courbes comprend au plus une infinité dénombrable de côtés associés 
par paires. On juxtaposera des polygones identiques à A suivant les 
côtés homologues (") et cette opération se poursuivra indéfiniment. 
Par passage à la limite on obtiendra un cercle © et une projection f 
de © sur R de sorte que (G, f) est le revêtement universel de R. Le 
groupe Fuchsoïde des transformations de © par lesquelles f est inva- 
riante, ou plus brièvement le groupe de revêtement universel de R 
sera noté G*. Nous utiliserons la même notation G* pour le groupe 
fondamental de R’ qui peut s’obtenir par le même procédé que pour RP’, 
à ceci près que le groupe Fuchsoïde G* est remplacé par un groupe 
H-Fuchsoïde. Dans la suite, d'ailleurs nous étudions les relations 


algébriques entre G et G et la structure conforme de C n'inter- 
vient plus. 


(7) Cette méthode est utilisée dans la démonstration des théorèmes d’uniformisation par 
Bresersacu, Fnnktionentheorie, t. Il; dans « Sur la théorie des surfaces de Riemann » 
Ann. Ec. N. Sup., 1951, j'appelle « lois de la soudure » les principes qui codifient cette 
juxtaposition des polygones identiques. 
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CHAPITRE II 


I. — Les générateurs d’un groupe H-Fuchsoide. 


A. — Construction des générateurs. — Nous étudions un groupe G 
(qui peut être aussi bien le groupe G*) avec les notations de la 
première partie. 

1° Développement de 5... — Supposons pour simplifier l'écriture 
que le numérotage des domaines D; soit tel que 


Paca) — Pi? Poca) Pas? 11 are Enr) — Pn,n+1° 


Dans ces conditions 


Pa 


Pia == 95s 4 ea Pur : Gs) shi far Piss 2 T0) $ Yeu 
Supposons que: 


(1) Gin Pia? Pow tt Pa) 
On en déduit 


F 


rc rr, ag ” ‘ag 
in Pn) ya, de TRE F440 RG) 


= Fray: Year oes + Yaa: 


— CG 


a — #, Fr 
RE MR + A, Pin 


L'expression (1) constitue un développement de ¢, suivant les 
2. D'une manière générale soit ['(1,4,) une chaine de n domaines 
contigus joignant les domaines D, et DD == DD fs DD 
est contigu à D,,, suivant s)/,,,=),,i,., de sorte que %,5,,, = rap 

(2) Pin — Pia Pew: +> PA cite 

Ainsi à toute chaîne ['(1, n) joignant le domaine D, au domaine D, 
on a associé un développement de ¢,,,. Inversement étant donné un 
développement arbitraire : 

Pinay? Fie? * * * * Pin) 
on peut constituer une chaîne de domaines D,, D,, D,,, ..., Dy, de 


la manière suivante : 


D, == i, ay(D,) ; D,, — Fi Dy,) ; 5 D,, — Gien (Dr 
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et d’après ce qui précède la fonction ¢,,,, peut se développer suivant: 
POS AT UE De Pin 
On dira que la chaîne (1, v,)==(D,, D,,, ..., D,,) et le déve- 


loppement Djs Pir sers Pip sont associés. 


lag 


2° Produit. — Soient Pau Yi, - Pie» > Que Et Div Fy, Pi > Fy, 
où ¢,, (resp. g;,) est écrit pour &;,4, (resp. 9; 4))- 

Soit Dy = 0+ $,,u(D,) = $.,.(D,) = 5, (D). 

On peut obtenir D, comme image de D, par ¢,,, en construisant 
l’image par ¢,,, de toute la chaîne ['(1, 4). On obtient alors une chaîne 
(1, À) à laquelle on associe le développement suivant de ¢, 1: 


CA Fi, Fi, eho Fir Pi, Gi, DE Pix» 
d’où la formule : 


(3) dev i — dev (9, v-G,, u) — (dev Pi y) (dev P;, p). 


Fig. 11 


La formule (3) est d'ailleurs évidente si l’on se rappelle que le 
développement est un véritable produit d'éléments de G. On écrira 
de la même façon 


Pi FP Fi Pines Qu. 
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3° Règle de calcul. — Si dans le développement de v deux facteurs 
consécutifs ont pour produit l'unité, on obtient encore un dévelop- 
pement de Ÿ en retirant ces deux facteurs du premier développement: 


pom A oo. B=A.B sl Dre D 1. 
Bien que cette règle de calcul soit une évidence nous aurons à nous 
reférer à cette opération formelle que nous appellerons brièvement 
simplification. 


4° Le domaine de référence. Soit ©, développé suivant les 6,4, et 
['(1, n) la chaîne associée à ce développement. Désignons par D, un 
domaine quelconque, étranger ou non à cette chaîne. Prenons D, 
comme domaine de référence et introduisons une chaîne arbitraire 


l'(o, 1), joignant D, à D,. 


“a 


tn Pig) > Pac + + + Pre — Post + Paco) + Pace ++ + Pee > P1,0 
puisque Gi, — Pos + Pico) + P1,0* - : 

Or ¢,,, admet un développement suivant les %j), associé à l'(o, 1) 
+t g,,, admet le développement inverse du précédent. 


(4) Fea Il Zi): 
Au développement (4) correspond une nouvelle chaine l'(o, m) 
qu il est facile de construire d’après la relation 


Ds n— Po,1 + Paço) : Pc) * + Yncoy* $1.0" 


Fig. 12. 


Désignons par ['(n, m) la chaine issue de D, et congruente a ['(1, 0), 
inverse de [\(o, 1). On obtient 


[(o, m)=T(o, 1) +1 (1, 2) +P (a, m). 
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Tutorime 3. — Les gi) constituent un système de généraleurs du 
groupe G. 
B. — Les relations fondamentales. 1° Soit P un sommet 


d'un polygone fondamental où viennent se rencontrer les côtés 
Si,.j,1 Si.jo ce Sip dans cet ordre avec la disposition usuelle : 
APTE md 8 à oe , 
Formons le développement de ¢,, ;,—=1 associé à la chaîne des 


domaines 


Dist HD AC RS DD 
Po, > Pico) + Pico) + + + Pie > Pj,,0—= E 
ou 
Pico) » Paco + + + Po) * Pir 0 — Ps. 

(5) Tabasco Giese 
que nous écrirons Fp— 1. 

(5) et toutes les relations analogues obtenues à partir de tous les 
sommets d’un polygone fondamental quelconque constituent les 
relations fondamentales (*) de G. Autour d’un sommet elliptique 
nous aurons 9% = 1. 

2° Le système des relations F,— 1 est complet. 

a) L'opération U. — eG étant écrit sous la forme ) = ¢,, . 9, -- -$i, 
ou les 9, sont des générateurs, nous appellerons opération U 
l'opération formelle qui consiste à introduire dans l'écriture de Ÿ, 
entre deux générateurs une expression de la forme +),,.F.0,,1 où F 
représente un produit de relations fondamentales de G (pour le 
système de générateurs ¢,). Le développement utilisé pour 9, est 
l'inverse du développement utilisé pour +) ,. Puisque 


Oyu Out 


on peut énoncer : 

Lemme Br. — ) n’est pas changé par l’opération U. 

b) Réduction des chaînes. — Soit 4 —%;.9,...,—1 et (I) 
la chaîne des domaines D,, issue de D, représentée par ce dévelop- 
pement de ¥. ([) est une chaîne fermée puisque |) — 1. 

a) Supposons que la chaîne ([’) limite une région intérieure (["°) 
contenant donc un nombre fini de domaines fondamentaux. Intro- 
duisons provisoirement une numérotation particulière des domaines 


(8) Cf. Farou, ouvrage cité, p. 143. On doit remarquer que le nombre des relations 
fondamentales obtenues n’est pas minimum (Farou, p. 197). 


ie 
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D;, telle que D,D,D, soient trois domaines consécutifs de ([") et 
D,D,D,D, des domaines de ([°) répartis comme l'indique la figure 13. 
Notons aussi provisoirement 9°*° le générateur défini par 


A = 5, 6 
PT = Ps,0° Ps, 6° Po,s ou Ps,6— Pos: P’ + Ps,0- 


Avec ces notations nous pouvons écrire 
(6) ise Ae Dou Pitaa ds 


ou A et B représentent des produits de générateurs. Ecrivons les 
relations fondamentales en a, b, c, d 


F,=9*!.9%*. 9h? = I 
F,=9"*. 9°? 9h? = I 
F,—®"". got. pe ia oa I 
Fig" pq" ==1 


(7) pA. g'?-F.-F,.F,.Fy-9°'-B 
Y—A.p.p" .9" -2” 9° .g 


4,5 5,2 2,5. pe Che 7,2 
v A 1,4 4,5 5, 6 6,7 7,3 B LANTA ES 7 

D pu O08 One D: 
Une opération U convenable effectuée sur (6) a permis de remplacer 


le développement (6) de 4 par le développement (7), dont la chaîne 
associée contient seulement des domaines de ([') et de ([°) sans 


contenir D,. 
8) La chaîne ([') ne limite pas de région intérieure. Écrivons la 
suite des domaines constituant cette chaine 


(8) ([)—DD,... DD, 
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correspondant au développement de 4. Supposons que ([) n'ait pas 
de sous-chaîne fermée, c’est-à-dire qu’à part D; aucun domaine D, 
ne se rencontre plusieurs fois dans la suite (8). Nous dirons qu'un 
domaine est périphérique pour (I’) s’il est contigu à un domaine 
n’appartenant pas à (['). Il y a toujours au moins un domaine péri- 
phérique autre que D;. Soit avec des notations convenables D, un 
tel domaine. Si D, n’est contigu qu’à un seul domaine D, c'est que 
le développement de 4 peut s'écrire —A.p".?".B que l’on 
simplifie : ÿ — A.B. 

La chaîne associée au nouveau développement de Ÿ ne contient 
pas de nouveau domaine et ne contient plus D.. 

Supposons D, contigu à D, et D, (dans l'écriture de la chaîne (8) 
associée au développement de |) de sorte que Y—=A.¢'”. 9°". B. 
La frontière de D, est séparée par les arcs de contact de D, avec D, et 
D, en deux plages dont l’une (d’après l'hypothèse f) et une seulement 
(puisque D, est périphérique) doit appartenir à la frontière d’autres 
domaines de (['). Soient D,D,D,D,D,D, (fig. 13) les domaines de 
([’) contigus à D,. Comme dans le cas « on peut en transformant le 
développement de Ÿ par une opération U convenable écrire Ÿ de telle 
manière que la chaîne associée au nouveau développement de |) ne 
contienne plus D, sans contenir de nouveaux domaines. 


y) Reprenons le développement de 4 
(9) Y= FiPies ++ Pa 


et soit (L) la chaîne fermée correspondante. 

t) Par une suite d'opérations U effectuées sur (9) on peut rem- 
placer (g) par une expression (9”) dont la chaîne associée ([”) ne 
limite pas de région intérieure (d’après «). 

it) Etant donné une chaîne fermée, sans sous-chaîne fermée, et 
ne limitant pas de région intérieure, on peut par une suite d'opéra- 
tions U sur l’expressions de 4, faire disparaître d’après B, tous les 
domaines de cette chaîne un par un sauf l'un d’entre eux choisi 
arbitrairement. 

tit) Dans la chaîne ([”) remplaçons d’après ii) toute sous-chaine 
fermée par son domaine extrême : ainsi une chaîne 


(I): De see D, DD; see D,D,Dg: eee Dg 


dans laquelle D;D,... D,D, ne contient pas de sous-chaîne fermée, 
sera transformée en la chaîne 


(D): D... D,DDy... Dg 
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7 « la A 
([”) sera à son tour remplacée par une nouvelle chaîne (["”’) dont 
le nombre de domaines qui la compose est inférieur a celui des 
domaines qui composent (1). Par itération finie de ces opérations 


on réduit ([’) à son domaine initial d'où la propriété pour le système 
des relations fondamentales F, — 1 d’être complet: 


Lemme Bo. — Le système de relations fondamentales Fr —1 est 
complet, en d'autres termes : par une suite finie convenable d'opérations U 
effectuées sur l'expression de, et l'application de la seule règle de 


simplification, on peut réduire formellement l'expression de % à 
Videntité. 


C. — Pour le groupe G* nous appelerons ; les générateurs, en 
écrivant ®; pour ®,,, où PD, associe deux côtés congruents de A,. La 
relation fondamentale obtenue en considérant la chaîne des polygones 
A, ayant - pour sommet commun, se nolera #p— 1. 


IL. — L’homomorphisme de G sur G*. 


A. — L'homomorphisme T. — 9, associe sur la frontière de D, les 
côtés 5,0 et 55,0: sig; n’est pas elliptique il y a sur la frontière de À, 
deux arcs 6,0 et 5, respectivement images par d (avec les notations 
du théorème 2) de s;,o et s;,9. Les deux arcs 5,0 et 5;,0 sont congruents 
par un générateur de G* que nous notons Do). 

A un élément de G qui s'écrit 


Ts, t Pi, «+ «94 Fin 
faisons correspondre l’élément de G* qui s écrit 
x= T(x) = 9,9, oe ®,. 


si & est elliptique, par convention ®; — 1. 

Remarquons que 81 ?,.1 — $i, ona aussi ®;, ., ley done T(z) 
ne change pas lorsqu’on simplifie l’expression de x (en en retirant le 
produit 9;, - Pi+1)- ; 

T est une transformation définie sur un groupe libre, mais pour 
montrer que T est aussi une application de G il faut étudier les 
transformées des relations fondamentales. 

1° Transformation des relations fondamentales. Soit P un sommet 
d’un polygone D,. En P aboutissent les côtés 5,,,,; Si, js +++ Sin je 
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dans cet ordre; la relation fondamentale définie en P s écrit 


(5) PL DL: - > Op l: 

Si P est un point fixe d’une transformation elliptique ¢;, (5) se 
réduit à gi — 1, et comme T(p;)—1, Teil [T(œi)|"— 1. 
Si dans (5) ¢;, est elliptique, s,,,, a pour image dans A, un are Tiny 
joignant un sommet de A, à un point intérieur de A,, image du point 
fixe de 9;,0). oe 

En @, image quelconque de P aboutissent les côtés de même indice 
qu’en P et dans le même ordre : 


ivy? Si, Ve? 5 Tin, VE 


mais certains de ces côtés g;, y, par exemple ne séparent pas deux 
domaines fondamentaux. La relation fondamentale %, définie en £ 
s écrira 


(9) DEAD RTE 


où certains des générateurs ® doivent être réduits à l'identité : ®,, qui 
fait passer du domaine À,, au domaine À,,.,,—A,, « à travers » le 
côté ;, y, intérieur à A,,; +, est nécessairement elliptique puisque 
Gi, Y, est un arc intérieur à A,,; mais on a précisément T(¢;,) = 1 
lorsque o,, est elliptique. 

Le premier membre de (9) s'obtient donc en transformant formel- 
lement par T le premier membre de (5). 

Inversement une relation fondamentale de G* s'obtient à partir 
d'un sommet d’un polygone fondamental A,, mais ce sommet est 
l'image d'un sommet d’un D,. Toutes les relations fondamentales 
de G* s’obliennent donc par transformation des relations fondamen- 
mentale de G. Toutefois une relation fondamentale de G* peut être 
la transformée par T de deux relations fondamentales distinctes 
de G: Nous n’aurons pas à faire de distinction. 


Lemme A1. — Les relations fondamentales de G* s’obtiennent en 
transformant par T les relations fondamentales de G. 


CorozLaire. — X —T(x) est inchangé par l'opération U effectuée 
sur æ. 

En effet T(¢,,.) et T(ou x) ont des développements inverses 
comme %,, et Qu,x, et F, se transforme par T en %, qui est une 
relation fondamentale de G* ; 


Tex w+ Fa Qu] = Ton, p) + Fa» T(Eu, 1) = 1. 


= 
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2° X est indépendant du développement de x. 
| Soient x — y que nous distinguons par deux développements dis- 
tincts xy ‘— 1. Le corollaire ci-dessus et le lemme B2 prouvent que 
T(zy"') = T(1)= 1. D'autre part si 
eth A 1 LL po cee ES AT /SEEET 
T(xz)—9,®,,...0,0,®, .…d,—T(x).T(z) 
donc T(x~')=|T(x)|~* qui doit être regardée comme une identité 


entre deux développements, le développement de a étant le même 
dans les deux membres. 


Tay) = T(r). Ty‘) =T(). [TO =: 


T(x) = T(y) 
Tutortme 4. — La transformation T définie en A est un homo- 
morphisme de G sur G*, 


donc 


B. — Le noyau de l'homomorphisme T. — 1° Le sous-groupe 
invariant K. — Soit K le sous-groupe engendré par les transfor- 
mations elliptiques de G. 

heK si h—%,.4,...4, où les 4, sont des transformations 
elliptiques de G, soit alors {eG 

WU ht... dpt. qi... VOLE re Ue 

Chaque produit }~*. };,. pest elliptique (les points fixes de ÿ;, sont 
transformés par 4‘ en les points fixes de gr. by à l’intérieur 
de C) donc h’eK et K est un sous-groupe invariant. 

Corollaire Br. Si ,.44£K et YeK alors ppipeK. 

Corollaire Ba. Si b,.4,.4ek et Y€K alors bye. 

2° Kc noyau de T. Soit 4, elliptique, P, son point double 
sommet du polygone D,. D’après le chapitre 1, 1” partie, les deux 


côtés de D, aboutissant en P, sont congruents par du. 
io = Puro Vi: Por CSt un générateur elliptique de G. 


D Pon Pa: Paro 
dev (A = (dev os) # Pi 7 (dev A) 
d'où (y 3 =I 
T étant un homomorphisme tout produit de transformations ellip- 
tiques, donc tout élément de K est représenté par T sur lidentité 
de G*. 
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Nous allons prouver maintenant que le noyau de T ne contient 
pas d’autre élément que ceux de K. 

3° Représentant réduit. — Soit 4eG développé en un produit de 
générateurs 

(10) P= pi Pie: Pa 

(11) PT) = pq Fr 
dans cette écriture non simplifiée de Ÿ certains facteurs peuvent 
être égaux à l'identité et du fait de leur suppression dans (11), deux 
facteurs consécutifs dans la nouvelle écriture de peuvent être 
inverses l’un de l’autre. Leur suppression du développement de Y 
conduit encore à un développement de W'. La suppression des facteurs 
correspondant dans (10) fournit le développement d’un élément 
que nous appellerons représentant réduit de T-‘(W). Le dévelop- 
pement de (/ est tel que son transformé par T n'est susceptible 
d'aucune réduction par la simple application de la règle 9; '—=1. 

Soit 4, obtenu à partir de | par suppression dans (10) d'une 
expression de la forme 0.9, .9;,..-%;,.97' où 0 est un produit de 
générateurs, et où les +; sont des générateurs elliptiques. 


Y—=A.0.0p,...9,.07".B Y, —=A.B 
Pa, + Pr, » +» Pi EK donc 0.0, -9,-+- pa, 07 eK 


et d’après le corollaire B, si ),€K on a aussi eK. 
Ÿ’ est obtenu à partir de | par répétition finie de l’opération ci-dessus 
qui a fait passer de | à 4. Si d/eK on a deK. 

4° L'opération U sur ¥. — Soit ¥—a: % (où @ et 8 sont deux 
produits de générateurs) ; soit W/ le représentant réduit de T~'(¥): 
Y=A.B. 

(12) eee |S ae 


où & est un produit de générateurs et %, une relation fondamentale 
de G*, transformée par T d’une relation fondamentale F, de G, qui 
n'est pas nécessairement unique. Soit E un représentant réduit 
de T-'(8). 

Ve Ay bar iB 


simplifions alors l'écriture (12) et considérons le représentant réduit (/ 
de T-'(Ÿ") avec la nouvelle écriture de Ÿ': 


si WK, VK et eK. 
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5° Supposons maintenant T(4)—1. — W—T(Y)— 1. D'après 
le lemme B2 on peut réduire formellement le développement (11) à 
l'identité. Le représentant réduit de T~'(1) est l'identité de G donc 
est un élément de K et par suite 4eK. 


Tnéorème 5. — Le noyau de l’homomorphisme T de G sur G* 
est le sous-groupe de G engendré par les transformations elliptiques 
de G 

En reprenant les notations de la première partie, et en désignant 
de nouveau par R’ la surface intervenant dans le théorème 2, on peut 
énoncer. 


Tutorime 6. — Le groupe de Poincaré de KR’ est isomorphe au 
quotient du groupe G par le sous-groupe engendré par les transfor- 
mations elliptiques de G. 


C. — Comparaison des groupes et des revétements. — Soit G 
un groupe H-Fuchsoide opérant dans C et ne possédant pas de 
transformations elliptiques. Soit S — C/G. 

a) G est le groupe de Poincarré de S. Il existe une application 
continue f de C sur S, invariante par les homéomorphismes de G, 
et telle que 


(C, f) est un revêtement non ramifié de S. 


b) Soit g un sous-groupe de G. 2 — C/g. Il existe une application 
continue g de C sur », invariante seulement par les homéo- 
morphismes de g, et telle que (C, +) est un revêtement non ramifié 
de 2. 

On peut alors déterminer une application continue 4 de X sur S 
telle que 

(2, 4) est un revêtement non ramifié de S. 


c) Soit G* une extension de G telle que G soit isomorphe au 
quotient de G* par le sous-groupe engendré par les transformations 
elliptiques de G*. Soit S— C/G”. Il existe une application continue f” 
de C sur S*, invariante par les homéomorphismes de G”, telle que 

(C, f*) est un revêtement régulièrement ramifié de S", le groupe 
de Poincarré de S* étant isomorphe à G. 
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RESUME DES RESULTATS ESSENTIELS DANS LA THEORIE 
DES PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES 
ET DES ESPACES NUCLEAIRES 
par A. GROTHENDIECK. 


INTRODUCTION (‘) 


Sujet. — Cet article est destiné 4 donner un résumé, sans 
démonstration, des principaux résultats contenus dans mon travail 
« Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires » qui sera 
publié dans les Mémoirs of the Amer Math. Society (travail auquel 
je réfère comme PTT). Dans PTT prédominait le souci d’être 
exhaustif, tant pour traiter toutes les questions que posaient les 
sujets traités, que pour ramener les résultats les moins faciles 4 des 
théorémes aussi généraux que possible. Aussi ce travail est-il assez 
touffu et les idées simples importantes risquent-elles d’être parfois 
obscurcies par les détails techniques. C'est pourquoi ce résumé 
expurgé n'est peut-être pas inutile pour donner un aperçu plus 
facilement assimilable de la théorie. Quelques compléments, inté- 
ressants mais non nécessaires pour la compréhension générale de ce 
résumé, ainsi que parfois des indications sur certaines démonstrations, 
ont été placés entre des astérisques, comme * ... y. 

L'importance des produits tensoriels topologiques se manifeste 
dans diverses directions : 

a) La notion de produit tensoriel topologique est à la base d’une 
bonne formulation générale et simple de la théorie de Fredholm, 
englobant en plus du cas classique d'un opérateur intégral défini 
par un noyau continu, beaucoup d’autres opérateurs définis dans les 
espaces fonctionnels les plus importants (*). Je donnerai ailleurs un 
développement systématique de cette théorie, qui est seulement 
effleurée dans ce travail. 

b) Les diverses variantes de la notion de produit tensoriel topo- 
logique donnent lieu par dualité à fa définition d'autant de classes 
remarquables de formes bilinéaires et d'opérateurs linéaires, dont 

(1). Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de cet article. 
@) Une telle formulation de la théorie de Fredholm semble avoir été aperçue pour la 
premiére fois par A. Ruston, Direct Product of Banach spaces and linear functional équa- 


tions, Proc. of the London Math. Soc., (3), 1, 1951. Mon travail sur ce sujet avait été conçu 
indépendamment du sien (en automne 1951), et en est assez différent. 
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l'étude est seulement amorcée dans PTT, chap. 1, § 4. En particu- 
lier, les techniques exposées à cet endroit, convenablement systé- 
matisées et exploitées, permettent d'obtenir des résultats tout à fait 
inattendus dans la théorie des transformations linéaires entre des 
espaces L', L* et L* et leurs analogues vectoriels-topologiques 
(résultats qui à l'heure actuelle ne sont pas encore définitifs, et pour 
cette raison non publiés). Je pense revenir sur ce sujet, et me borne 
à signaler, dans une voie assez différente, le travail systématique de 
von Neumann-Schatten sur les classes remarquables d'opérateurs 
compacts dans un espace de Hilbert [8], chap. 4. 

c) Du point de vue du travail actuel, la plus importante applica- 
tion des produits tensoriels topologiques est la théorie des espaces 
nucléaires. On y parvient à expliquer, à généraliser de façon étendue, 
et à préciser en même temps le fameux « théorème des noyaux » 
de L. Schwartz, et de plus on trouve des propriétés nouvelles jusque 
dans les espaces les plus classiques. Ici le calcul tensoriel topologique 
prend son maximum de simplicité, car la plupart des variantes de 
la notion de produit tensoriel topologique coïncident, et leurs pro- 
priétés par suite s'ajoutent. Pour l'instant, les applications des 
théorèmes généraux que nous obtenons à des théories particulières 
ne sont pas encore nombreuses. La plus intéressante semble une 
variante vectoriel-topologique du « théorème de Künneth », donnant 
l'homologie d’un complexe défini comme produit tensoriel de deux 
complexes, variante qui semble utile en Topologie algébrique. 

d) De façon générale, il me semble que les notions de produit 
tensoriel topologique sont tout indiquées pour fournir un langage 
suggestif et maniable, qui a intérêt à être utilisé dans beaucoup de 
situations en Analyse fonctionnelle, d'autant plus que nous avons à 
notre disposition des théorèmes (dont certains non triviaux) pour 
tirer profit de ce langage. J'espère que ce résumé, ou mieux le 
travail PTT, arrivera à donner au lecteur une impression analogue, 
avant la publication des articles promis ci-dessus. 


Terminologie et notations. — De façon générale nous suivons la 
terminologie et les notations de [3], sauf que nous appelons réflexifs 
les espaces appelés semi-réflexifs dans [3]. Nous n’envisageons, sauf 
avis contraire, que des espaces localement convexes et séparés ; par 
espace quotient d'un espace E, nous entendons le quotient de E 
par un sous-espace vectoriel fermé. Le dual de E, noté E’, est sup- 
posé sauf avis du contraire muni de la topologie forte (i. e. la topo- 
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logie de la convergence bornée). Le dual de E’, ou bidual de E, 
noté E”, sera muni sauf avis du contraire de la topologie de la 
convergence uniforme sur les parties équicontinues de E’, topologie 
qui induit donc sur E la topologie initiale. Il nous arrivera de faire 
appel à des notions définies et étudiées dans [6], et notamment à la 
notion d'espace (9%). Il nous suffira ici de savoir que le dual d’un 
espace (#) est un espace (DF), que tout espace normé est un espace 
(D#), enfin que le dual d'un espace (29) est un espace (7). 

Soient E, F, G des espaces localement convexes. B(E, F; G) 
(resp. B(E, F; G)) désigne l’espace des applications bilinéaires 
continues (resp. séparément continues, i. e. continues par rapport à 
chaque variable) de EX F dans G, L(E; F) désigne l’espace des 
applications linéaires continues de E dans F. %,(E;, F;) désigne 
l’espace des formes bilinéaires séparément continues sur le produit 
des duals faibles E, et F! de E et F, muni de la topologie de la 
convergence biéquicontinue, i. e. la topologie de la convergence 
uniforme sur les produits d’une partie équicontinue de E’ par une 
partie équicontinue de F’. Cet espace est complet si et seulement si 
les espaces E, F sont complets. 

On appelle application linéaire bornée (resp. compacte, resp. faible- 
ment compacte) de E dans F, toute application linéaire de E dans F trans- 
formant un voisinage convenable de O en une partie bornée (resp. 
relativement compacte, resp. relativement faiblementcompacte) de F. 

Pour abréger, si E est un espace vectoriel, nous appelons disque 
ou ensemble disqué dans E, une partie convexe et cerclée de E(°). 
Soit E un espace localement convexe, A un disque borné de E, on 
désigne par E, l’espace vectoriel engendré par A, muni de la norme 
\\a||,—=Inf|A|. Si A est fermé alors la boule unité de E, est A. Si A 

A 


est complet, alors E, est complet. Soit V un voisinage disqué de O 
dans E, E, désignera l’espace normé obtenu par passage au quotient 
à partir de la semi-norme ||z||, = Inf FA]. 

-TEXN 


Rappelons qu'un espace localement convexe est dit quasi-complet 
si ses parties fermées et bornées sont complètes, tonnelé (resp. quasi- 
tonnelé) si les parties bornées de son dual faible (resp. de son dual 
fort) sont équicontinues, bornologique si tout ensemble de formes 
linéaires sur E, uniformément bornées sur toute partie bornée, est 
équicontinue. Si E est quasi-complet, tonnelé équivaut à quasi- 
tonnelé: en tout cas bornologique implique quasi-tonnelé. 


(2) Cette terminologie m'a été suggérée par R.E. Edwards. 


CHAPITRE PREMIER 


PRODUITS TENSORIELS TOPOLOGIQUES 


4. Généralités sur E®F (PTT chap. 1, § 1, n° 1 et n° 3). — La 
définition axiomatique du produit tensoriel algébrique E ® F de deux 
espaces vectoriels E et F, et de l’application bilinéaire canonique 
(x, y)>x®@y de EX F dans E@F, [1], pose que pour tout espace 
vectoriel G, les applications bilinéaires de EX F dans G corres- 
pondent biunivoquement aux applications linéaires f de E@ F dans 
G, lorsqu’a f on fait correspondre l'application (2, y) — f(x @ y). 


Tutorime 1. — Si E et F sont deux espaces localement convexes, 
alors on peut munir E@F d’une topologie localement convexe et 
d'une seule, telle que pour tout espace localement convexe G, les 
applications bilinéaires continues de EX F dans G correspondent 
exactement aux applications linéaires continues de E @ F dans G. 

Alors les parties équicontinues de B(E, F ; G) et de L(E@ F; G) se 
correspondent aussi exactement. Sauf mention du contraire, E@F 
sera supposé muni de la topologie précédente, appelée produit ten- 
soriel projectif des topologies de E et F; muni de cette topologie, 
E@F prend le nom de produit tensoriel topologique projectif de E 
et F. 

Si E et F sont normés, E@ F est normable, et on peut même y 
trouver une norme et une seule telle que, pour tout espace normé G, 
l'isomorphisme ci-dessus entre B(E, F; G) et L(E@F ; G) conserve 
les normes naturelles. Cette norme sur E@ F, notée u —||ul|, quand 
les normes de E et F sont sous-entendues, est la borne inférieure des 
quantités Ÿ|fx{|||y{}, pour toutes les représentations de u sous la 


forme u— Ÿzx;® y; (norme déjà considérée dans [8]). C'est aussi la 


jauge de l'ensemble ['(U @ V), où U (resp. V) est la boule unité de E 
(resp. F), et où U @ V désigne l’ensemble des x @ y avec reU, yeV 


| 
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(T désignant comme d'habitude l’enveloppe disquée). Dans le cas où 
E et F sont des espaces localement convexes généraux, un système 
fondamental de voisinages de O dans E@ F est obtenu en prenant 
les ensembles l'(U @ V), ou U (resp. V) parcourt un système fonda- 
mental de voinages de O dans E (resp. F). 

On peut introduire le complété de E@F, noté E&F, et appelé 
produit tensoriel projectif complété de E et F. Si E et F sont des 
espaces normés, E®F est un espace de Banach (avec une norme 
bien définie!). Si E et F sont métrisables, EG F est du type (3). 
On a par définition le Scholie : Si E et F sont deux espaces locale- 
ment convexes, G un espace localement convexe complet, alors les 
applications bilinéaires continues de E XF dans G correspondent 
biunivoquement aux applications linéaires continues de E&F 
dans G. 

Cet énoncé reste valable pour les ensembles équicontinus d’appli- 
cations. En particulier, le dual de E®F est B(E, F), avec corres- 
pondance entre les parties équicontinues (ce qui suffit déjà à caracté- 
riser la topologie induite sur E @ F). 

J'ignore, si E et F sont du type (7), si cet isomorphisme algé- 
brique du dual de E&@ F sur B(E, F)estun isomorphisme topologique, 
quand on munit B(E, F) de la topologie de la convergence bibornée, 
i, e, de la convergence uniforme sur les produits de deux bornés 
(« Problème des topologies »). Question équivalente: Toute partie 
bornée de E@ F est-elle contenue dans l'enveloppe disquée fermée 
d'un ensemble A@B, où A (resp. B) est une partie bornée de E 
(resp. F)? 

* Donnons quelques indications générales sur le calcul avec E® F 
(PTT, chap. 1, §1, n° 3). Si E=[[E, F=—I[F, (produits vec- 

i j 

toriels-topologiques) alors E& F s'identifie à [JE.@F). Si E= XE, 
i] l 
(somme directe topologique) et si F est un espace normable, alors 
ESF s’identifie à la somme directe topologique > (E,@ F). Cela 
reste vrai si F est un espace (D) quelconque, pourvu que I soit 
dénombrable, et ces énoncés se généralisent aussi au cas ou E est 
la imite inductive (au sens le plus général) d'une famille d’espaces E;. 
Si Eet F sont tous deux du type (J) (resp. (D#)), il en est deméme 
de ESF. De même, si E et F sont des espaces quasi-normables, ou 
des espaces de Schwartz (voir définitions dans [6], § 3), ilen est de 
même de EOF. , 
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2. L'espace E@ F quand E et F sont du type (%) (PTT, chap. 1 
Fly pg BP 
Tuéorème 2. — Soient E et F deux espaces (#). Alors tout 
élément de E@F est la somme d’une série absolument convergente 
de la forme 
u — 2 Az; © 3 


où (æ;) (resp. (y;)) est une suite bornée dans E (resp. F), et (À;) une 
suile sommable de scalaires. 

(D'ailleurs, si (x;), (y:) et (A;) sont donnés comme PE la 
série Ÿ À,r, @ y, est toujours absolument convergente dans E&@ F, de 


sorte que nous avons une caractérisation des éléments de E® F.) 
Si E et F sont normés, on peut supposer ci-dessus que ALS s 
yd] <1, S{Aid<|lul|, +e, où e>0 est donné arbitrairement à 


l'avance. Dans ces deux énoncés, si u parcourt un compact de E@F, 
on peut supposer que les suites (x;) et (y;) restent fixes (et on peut 
supposer même que ce sont des suites convergeant vers 0), et que 
(A;) parcourt une partie compacte de /' (espace des suite sommables). 
On a un énoncé analogue pour la représentation concrète des suites 
convergentes dans E&@ F. Le théorème 2 et ses variantes précédentes 
servent surtout par l'intermédiaire du 


CoroLaiRe. — Soient E et F deux espaces du type (#). Toute 
partie compacte K de E& F est contenue dans l’image canonique de 
la boule unité d'un espace E,@F,, où A (resp. B) est une partie 
compacte disquée de E (resp. F). A fortiori, K est contenu dans 
l'enveloppe convexe fermée de À @ B. 

Ce dernier fait signifie aussi que sur B(E, F), la topologie de 
la « convergence bicompacte » est identique à la topologie de la 
convergence compacte dans le dual de E@F. 

* Pour la preuve du théorème 2, supposons pour simplifier que E et F 
sont des espaces de Banach, soit I le produit deleurs boules unité, 
soient i> x; eti—-y; les projections de I sur les ensembles facteurs. 
Il est facile de voir que l'application linéaire (A;) > deri @ y; de Z'(I) 


dans EG F est un homomorphisme métrique du premier espace sur 
un sous- espace dense du second, donc en fait sur le second, d’où 
résulte bien que E@ F s’identifie à un espace quotient de (1). 

On peut tirer du th. 2 des résultats du genre suivant : soit G un 


TS 
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groupe localement compact (resp. un groupe de Lie), alors toute 
fonction f sommable (resp. indéf. diff. et à support compact) 
sur G est de la forme LAg*h;, où (A;)jel', et où (g;) et (Aj) sont 
des suites bornées dans L'(G) (resp. dans D(G), espace des fonc- 
tions ind. aiff. à support compact sur G) 5 on en conclut aussitôt 

ue f est combinaison linéaire de fonctions de type positif qui sont 
el (G) (resp. D(G)). Dans le premier cas, on peut aussi se borner à 
des fonctions qui soient toutes à support compact (les supports de gj, 
h; étant contenus dans un compact ne dépendant que du support 
compact de f). Il y a une démonstration directe simple dans le cas 
de L' (G), mais je ne pense pas qu'il y en ait pour DG), ou la ques- 
tion présente des difficultés même pour G—R (en se servant alors 
de la transformation de Fourier). , 


3. Calcul de L'SE (PTT, chap. 1, § 2, N° 2). — Soit M un 
espace localement compact muni d'une mesure u. >0, soit E un 
espace de Banach, soit Li(u) l'espace des applications u.-intégrables 


de M dans E [2], muni de sa norme usuelle ||f||, = [II deo. 
L'(u) désigne l’espace des fonctions scalaires sommables pour uw. 
Alors il existe une application bilinéaire (+, a) > 9. a évidente de 
Li(u) X E dans L£(u), qui est de norme <1, et définit donc une 
application linéaire de norme <1 de L'(u.) @E dans L(t). 


Tutorime 3. — L'application précédente de L'(p) ® E dans Lx(u) 
est un isomorphisme métrique du premier espace sur le second. 

Pour le voir, on se ramène aussitôt au cas où E est de dimension 
finie, puis on procède par transposition. Il suffit alors d'appliquer le 
théorème classique de Dunford-Pettis, caractérisant les applications 
linéaires continues de L‘(v.) dans E’. 

Si E est un espace localement convexe quelconque, on désigne 
par L}(\) l'espace complété de l’espace séparé associé à l'espace des 
applications continues à support compact de M dans E, muni de la 


famille des semi-normes f— te p(f(t)) dut) (où p parcourt une 
famille fondamentale de semi-normes continues dans E). Alors le 
théorème 3 implique facilement que L}(u) soit encore isomorphe à 
Li(u.) ® E. 
Corozzame. — Si E est un sous-espace vectoriel fermé de l’espace 


de Banach F, alors l'application linéaire canonique de L'(u)8 E 
dans L'(u) ® F est un isomorphisme métrique. 
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Cela redonne par exemple le fait bien connu que toute applica- 
tion linéaire continue de E dans le dual L”() de L'(11) peut se pro- 
longer en une application linéaire de même norme de F dans L* (1s); 
ou dualement, que toute application linéaire continue de L'() dans 
un espace quotient F’/E° d’un dual de Banach par un sous-espace 
vectoriel faiblement fermé, provient d'une application linéaire de 
norme égale de L'(u.) dans F’. 

* L’analogue du théorème 3 pour les espaces L/ est faux pour tout 
p > 1. Le théorème 3 s'applique de façon essentielle à divers endroits 
importants de la théorie exposée ici. Donnons quelques applications 
moins importantes (voir PTT, chap. 1, § 2, n° 2 pour des détails). 
Prenant, dans le théorème 3, E—c,, espace des suites scalaires qui 
tendent vers O, et notant que Li(u) s’identifie alors à l'espace des 
suites latticiellement bornées dans L'(u.) qui tendent vers O presque 
partout, on voit que de telles suites dans L'(u.) forment une catégo- 
rie de suites invariante au point de vue vectoriel-topologique. En 
particulier, une application linéaire continue de L‘(u) dans un 
espace L'(v) transforme les suites latticiellement bornées convergeant 
presque partout vers O, en des suites de méme type. On en déduit 
aussi que les parties latticiellement bornées de L'(4) forment une 
catégorie invariante au point de vue vectoriel-topologique. Prenant 
F=P, avec 1 < p<- o, on obtient de même une interprétation 
vectorielle-topologique des suites (f;) dans L'(u.) telles que 


JEAOP)"du(D < +». 


De telles suites sont transformées en des suites de même type par 
toute application linéaire continue de L'(u) dans un espace L'(v). 
Une autre application intéressante du théorème 3 est la suivante : 
Toute partie bornée M de L'(4) 8 E est contenue dans l’image cano- 


nique de la boule unité d'un espace L'(u.) @E,, où A est un disque 


borné fermé de l’espace E du type (5); à fortiori M est contenue 
dans l'enveloppe disquée fermée de B@ A, où B est la boule unité 
de L'(u), ce qui résoud ici le « Problème des topologies » signalé 
aun°1I., 


4. Autres exemples. — Si H est un espace de Hilbert, les éléments 
de H’® H, identifiés à des endomorphismes de H (les applications de 
Fredholm ou applications nucléaires de H dans H — voir n° 7 —)sont 
exactement les endomorphismes uw tels que l'opérateur hermitien 


he Pig. 
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positif Vu*u soit compact et ait une suite de valeurs propres som- 
mable, et ||u/|, est alors égal à la somme des valeurs propres de Vu*u 
(répétées bien entendu chacune selon sa multiplicité). On obtient 
les opérateurs déjà étudiés dans [4] et [8]. u est aussi un opérateur 
de Fredholm si et seulement si ses composantes hermitiennes 


we os : à 
— (u + u*) et — (u — u*) le sont, i. e. si ce sont des hermitiens 
2 ai 


compacts dont la suite des valeurs propres est sommable. Relation 
avec les opérateurs de Hilbert-Schmidt : Si A et B sont des opérateurs 
de Hilbert-Schmidt, alors AB est un opérateur de Fredholm, et 
IAB], < ||Al|,||Bj|.; et réciproquement, d’ailleurs, tout opérateur de 
Fredholm u est le produit de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt 
A et B de norme ||A|}, —||B||, —V{|lul], . Tous ces faits sont élémen- 
taires (une fois connue la décomposition spectrale des opéra- 
teurs hermitiens compacts dans un espace de Hilbert) et bien 
connus. 

De nombreux autres exemples de produits ESF, relatifs aux 
espaces nucléaires, seront vus au chapitre 11, n° 5. 

* Dans le cadre des espaces de Banach de dimension infinie, je ne 
connais pas, méme dans des cas particuliers, d’autres caractérisations 
concrètes des éléments de E® F que celles que nous avons données. 
Ainsi, les éléments de c, ® E (où E pourra être un espace localement 
convexe complet quelconque) s'identifient à certaines suites dans i 
tendant vers O, que l’on pourra appeler les suites nucléairement 
convergentes vers O ; mais si Eest un espace de Banach de dimension 
infinie, on obtient toujours là une classe strictement plus petite que 
la classe de toutes les suites convergentes vers O (voir chap. n, n° 2, 
th. 2). On montre même que (siEest un espace de Banach de 
dimension infinie), pour toute suite (A;) de scalaires positifs qui n'est 
pas de carré sommable, il existe dans Eune suite (x;) qui ne converge 
pas nucléairement vers O, et telle que |x| =A; pour tout i. Cepen- 
dant, si E est l’espace C(K) des fonctions continues sur un espace 
compact par exemple, on montre que toute suite de carré sommable 
dans C(K) converge nucléairement vers O. Signalons aussi que dans 
un espace localement convexe complet quelconque, toute suite 
sommable converge nucléairement vers O. ; : 


5. Espaces ESF (PTT, chap. 1, § 3, N° 3). — Si Eet F sont deux 
espaces de Banach, alors E® F peut être considéré comme un sous- 
espace vectoriel de l’espace de Banach B(E’, F’) des formes biliné- 
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aires continues sur E’ X F’. Le complété de E@F pour la norme 
induite par B (E’, F’) se note E@F, c'est donc un sous-espace 
vectoriel normé complet de B(E’, F’). Toute topologie normée 
raisonnable sur E@F est comprise entre la topologie induite par 
E&F et celle induite par E@F. Si maintenant E et F sont deux 
espaces localement convexes quelconques, on peut encore consi- 
dérer E® F comme un espace de formes bilinéaires sur E’ X F’, et 
le munir de la topologie de la convergence biéquicontinue (1. e. la 
topologie de la convergence uniforme sur les produits d'une partie 
équicontinue de E’ par une partie équicontinue de F’): le complété 
de E@F pour cette topologie sera encore noté E@ F. Quand E et F 
sont complets, l'espace £,(E;, F;) des formes bilinéaires séparément 
continues sur le produit E; X F; des duals faible E; et F;, muni de 
la topologie de la convergence biéquicontinue, est complet, donc 
E&F s’identifie alors à un sous-espace vectoriel topologique de 
£(E;, F°). Alors les éléments de E& F s'identifient donc à certaines 
applications bilinéaires séparément faiblement continues sur E’ X F’, 
ou encore à certaines applications linéaires faiblement continues 
de E’ dans F ; ces applications linéaires transforment les parties 
équicontinues de E’ en des parties relativement compactes de F, et 
la réciproque est vraie dans tous les cas connus (voir Appendice 2, 
Chapitre 1). 

La topologie sur E®F induite par E®F est plus fine que celle 
induite par E@F, d'où une application linéaire continue canonique 


ESF—ES6F. 


Un important probléme, non résolu, est si cette application est 
toujours biunivoque, voir Appendice 2. Signalons qu’il semble 
extrémement plausible que si E et F sont deux espaces de Banach 
tels que l'application précédente ES F ~ E@ F soit un isomorphisme 
topologique (ou méme seulement un homomorphisme topologique, 
i. e. ici une application du premier espace sur le second), alors E 
ou F est de dimension finie. C’est vrai par exemple si E contient un 
sous-espace vectoriel isomorphe à un espace P ou a ¢,. 

Soient E et F deux espaces de Banach. La norme induite par le 
dual de E& F sur E’®F’ est évidemment la norme induite par E’8 F’. 
D'autre part la norme induite sur E’®@ F’ par le dual de E&F est 
dans tous les cas connus (voir Appendice 2) identique à la norme 
induite par E’&@F’. Cette dualité, qui n’apparait guère dans le 
présent résumé, est un outil précieux dans diverses questions (p. ex. 
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PTT, chap. 1, § 4, N° 6). Le théorème qui suit, à vrai dire trivial, 
peut étre regardé comme la contre-parlie duale du th. 3: 


THÉORÈME 4. — Soit M un espace localement compact, C,(M) 
l'espace des fonctions scalaires continues sur M & nulles à l'infini », 
muni de la norme de la convergence uniforme, soit E un espace 
localement convexe complet. Alors C,(M) ® E est canoniquement iso- 
morphe à l'espace C,(M, E) des applications continues de M dans E 
qui sont nulles à l'infini, muni de la topologie de la convergence 
uniforme (et de la norme uniforme quand E est un espace de Banach). 
En particulier, c, ® E est isomorphe à l'espace des suites dans E qui 
tendent vers O. : 

Comme plus bas les espaces C(K)® E, ici les espaces L'(u) @E 
n'ont en général pas d'interprétation spéciale simple comme espaces 
fonctionnels. Signalons cependant que l'espace l' ® E peut s'interpréter 
comme l'espace des suites sommables dans E (1. e. des suites « commu- 
tativement convergentes » dans E). 


6. Produit tensoriel d'applications linéaires (PTT. chap. 1, § 1, 
N°2). — Soient E;, F; (i—1, 2) des espaces localement convexes, 
soit u, une application linéaire continue de E; dans F;. Alors on définit 
eu algèbre une application linéaire u, @ u, de E, ® E,dans F, @ F,, parla 
formule (u, ® u,). (2,9 2,) =u,x, @u,x:. Cette application est continue 
quand on munit E, @ E, et F,@ F, des topologies induites par ES&E, 
et F, @F, (resp. par EGE, et F, @F,). Il en résulte que u, ® u, Se 
prolonge par continuité en une application linéaire continue u, Qu, 
de E, 8 E, dans F, @F,, et une application linéaire continue u, @u, 
de E, 6 E, dans F, © F, (ces applications seront encore simplement 
notées u, @u, quand il n’y a pas de confusion à craindre). 


Tuéonème 5. — Si chaque u, est un homomorphisme lopologique de 
E, sur un sous-espace dense de F,, alors u, @ u, est un homomorphisme 
topologique de E, ® E, sur un sous-espace dense de F, ® F,. Si chaque u; 
est un isomorphisme topologique de E; dans Fi, alors u,®u, est un 
‘isomomorphisme topologique de E, @ E, dans F, @F,. pea Oe 

Ces énoncés subsistent si les E;, F; sont normés el s'il s'agit 
d’homomorphismes et isomorphismes métriques. Particulièrement 
intéressant est le corollaire suivant, qui pourrait aussi s obtenir par 


application du th. 2: 


Conorrure. — Si les E,, F, sont des espaces (F)(i— 1, 2), wun 
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homomorphisme de E; sur F,, alors u,®u, est un homomorphisme 
de E, ® E, sur F, ® F,. 

Comme cas particuliers de ce corollaire, on obtient des propriétés 
intéressantes de relèvement de fonctions vectorielles à valeurs dans 
un espace quotient d’un espace E du type (#). Si p. ex. f est une 
application indéfiniment différentiable d’un ouvert de Rh" dans E/F, 
alors elle provient d’une application indéfiniment différentiable de 
cet ouvert dans E. Résultat analogue pour les fonctions holomorphes, 
ou les fonctions sur R" indéfiniment différentiables à décroissance 
rapide, ou les fonctions sommables pour une certaine mesure, etc. (*). 
Autre application: soit D un opérateur différentiel dans l’espace &(U) 
des fonctions indéfiniment différentiables dans un ouvert U de R’, 
soit E un espace (7), soit &(U, E) l’espace des applications indéfiniment 
différentiables de U dans E. On a E(U, E)—&(U) 8 E—&(U)SE 
(voir Chap. 2, N°5). Soit D; l'opérateur défini dans &(U, E) à partir 
de D, ona Dg =D @6I. I étant l'identité dans E. Si alors D est un 
homomorphisme topologique (resp. un homomorphisme topologique 
sur), il en est de même de Dy. En effet, dans le cas d'un homomor- 
phisme sur, c'est là un cas particulier du corollaire du th. 5, et dans 
le cas général, on utilise le th.5 et le fait que pour tout espace 
quotient F de &(U), on a F&E—F&E (&(U) donc F étant nuclé- 
aire, voir Chap. 2, N° 2 définition 1 et Chap. 2, N° 3, th. 3, 2°). 

On notera que si u, et u, sont des isomorphismes topologiques, 
alors u, @ u, n’est pas un isomorphisme topologique en général (ni 
u, Su, un homomorphisme topologique, en général, quand u, et 
u, sont des homomorphismes topologiques sur). Si chaque E; est 
identifié à un sous-espace vectoriel topologique de F; par u;, alors 
application canonique u, ® u, de E, ® E, dans F, © F, est un isomor- 
phisme topologique si et seulement si tout ensemble équicontinu de 
formes bilinéaires sur It, X E, est l’ensemble des restrictions d’un 
ensemble équicontinu de formes bilinéaires sur F, X F,. Quand F, 


(+) Signalous à ce propos qu’on démontre par une méthode toute différente l’assertion 
suivante, qui peut être regardée comme duale du corollaire du th. 3 : Soit M un espace 
localement compact et paracompact (p. ex. un espace compact), f une application continue 
de M dans un espace quotient E/F d’un espace E du type (#): alors / provient d’une appli- 
cation continue de M dans E. Comme l’espace &()(V) des fonctions m fois contindment 
différentiables sur une variété indéfiniment différentiable paracompacte V, est isomorphe 
à un facteur direct d’un espace du type C(M) (comme je l'ai signalé dans: Sur les 
applications linéaires faiblement compactes d’espaces du type C(K), Can. J. Math. 5, 
p. 144 (1953)), il en résulte que le théorème de relèvement analogue vaut aussi pour les 
applications m fois contindment différentiables de V dans E/T’. 


rc 
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et F, sont du type (4), il suffit d’ailleurs de considérer les ensembles 
réduits à une forme bilinéaire. En général ce critère ne sera pas 
vérifié, mais est lié à un problème d’existence de supplémentaires 
topologiques. 

* De façon précise, si E, et E, sont facteurs directs, alors E,@E, 
s identifie à un sous-espace vectoriel topologique de F,&F,. D'autre 
part, si E est un sous-espace vectoriel topologique de l’espace de 
Banach F, et si l'application canonique E&G—F&G est un 
isomorphisme topologique quand G—F’, alors E” est facteur direct 
dans F”; donc dans le cas fréquent où E est déjà facteur direct 
dans E", E sera facteur direct de F. 

Un cas utile où le produit tensoriel u®v de deux isomorphismes 
topologiques est un isomorphisme topologique est le suivant: Si E” 
est le bidual de E, alors E®F s’identifie à un sous-espace vectoriel 
topologique (resp. un sous-espace vectoriel normé si E et F sont 
normés) de E’ @F. , 


7. Applications nucléaires (PTT, chap. 1, §3 N° 2). — Soient E 
et F deux espaces de Banach. L'application bilinéaire continue 
(a', y) a! @y de EX F dans L(E, F) définit une application linéaire 
continue naturelle de E’ ® F dans L(E, F) ; les éléments de l’image 
de E & F dans L(E, F) sont dits applications nucléaires de E dans F. 
(On définit aussi. entre espaces localement convexes quelconques. 
les notions d'application à trace et d'application de Fredholm — voir 
Appendice 1 — . qui coincident avec la notion d’application nucléaire 
quand E et F sont des espaces de Banach ; dans ce dernier cas, on 
pourra donc parler indifféremment d’applications nucléaires, d’apph- 
cations à trace ou d’applications de Fredholm.) Les applications 
nucléaires de E dans F forment un espace vectoriel. qui s identifie à 
un espace quotient de E’@F (et à K’@F dans tous les cas connus 
__ voir « Problème de biunivocité » au N° 1). La norme quotient, 
notée encore u—|ju||,, est appellée norme-trace de l'opérateur 
nucléaire u. 

Si Eet F sont deux espaces localement convexes quelconques, 
une application linéaire u de E dans F est dite nucléaire. si elle est 
la composée d’une séquence de trois opérateurs 


fe + 
ESE,—F,+F 


où E, et F, sont des espaces de Banach, f une application nucléaire 
de E, dans F,, et « et y des applications linéaires continues. IL 
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revient au même de dire qu'il existe une partie équicontinue disquée 
faiblement fermée A de E’, et une partie bornée disquée B dans F 
telle que F3 soit complet, enfin un u,€E, @ Fz, tels que u soit l’opé- 
rateur de E dans F défini par u, (à priori, u, définit une application 


nucléaire de Ee dans F,). Une application nucléaire est toujours 
compacte (i. e. transforme un voisinage convenable de O en un 
ensemble relativement compact). Mieux : à cause du corollaire du 
théorème 2, on peut supposer ci-dessus que À resp. B sont des 
parties compactes de E’ fort resp. F. Le théorème 2, appliqué direc- 
tement, donne aussi: les applications nucléaires de E dans F sont 
les applications qui sont sommes des séries (toujours absolument 
convergentes dans L(E, F) muni de la topologie de la convergence 
bornée) u= YA;x; ® y;, où (x;) est une suite équicontinue dans E, 
(y;) une suite extraite d’un disque compact de F, enfin (À;) une suite 
sommable de scalaires. En composant une application nucléaire, a 
droite ou à gauche, avec une application linéaire continue, on 
obtient encore une application nucléaire. La transposée d’une appli- 
cation nucléaire de E dans F est une application nucléaire de F’ fort 
dans E’ fort (et même de F’ muni de la convergence uniforme sur 
les disques compacts de F, dans E’ fort). 

Les applications nucléaires de E dans lui-même (plus précisément 
la catégorie un peu plus large des applications de Fredholm de E 
dans E), forment le domaine naturel de la théorie de Fredholm. Ici, 
notre intérêt se porte sur d’autres propriétés de ces opérateurs, 
résultant directement soit du th. 2, soit du th. 5, corollaire. 


THéorRèMe 6. — Soient E, G deux espaces localement convezes, 
F un sous-espace vectoriel de E. Alors : 

a) Toute application nucléaire de F dans G est la restriction d’une 
application nucléaire de E dans G. 


b) Supposons que F soit fermé, et que tout disque compact de E/F 
soit contenu dans l’image canonique d’un disque borné A de E tel 
que Ii, soit complet (par exemple d'un disque borné complet de E). 
(I! suffit par exemple que E soit du type (#), ou que ce soit le dual 
d'un espace du type (#) et que F soit faiblement fermé.) Alors toute 
application nucléaire de G dans E/F peut s’obtenir par passage au 
quotient à partir d'une application nucléaire de G dans E. 

On a des énoncés analogues pour les ensembles « équinucléaires » 
d'applications, si on entend par là un ensemble d'applications d’un 
espace localement convexe M dans un autre N, contenu dans 


THEORIE DES PRODUITS TENSORIELS 87 


l'ensemble d’applications défini par la boule unité d'un espace 
M; @Ng, où A est un disque équicontinu faiblement fermé de M’, 
B un disque borné dans N tel que N3 soit complet. 

On fera attention que si u est une application nucléaire de E dans 
F, M un sous-espace vectoriel fermé de E contenu dans le noyau 
du u, N un sous-espace vectoriel fermé de F contenant u(E), alors 
en général l'application linéaire de E/M dans F ou de E dans N 
définie par u nest pas nucléaire, méme si E et F sont des espaces de 
Banach réflexifs. Cependant, si M (resp. N) admet un supplémen- 
taire topologique, alors l’application de E/M dans F (resp. de E 
dans N) définie par u sera encore nucléairé. Il en est en particulier 
ainsi si E (resp. F) est un espace de Hilbert. 


8. Applications linéaires intégrales, formes bilinéaires intégrales 
(PTT. S 4, N°3 et N° A). 


THéoRÈME 7. — Soient E et F deux espaces localement convexes 
(resp. normés), v une forme bilinéaire séparément continue sur 
E X F. Les conditions suivantes sont équivalentes : 

a) u— <u, 0 > est une forme linéaire sur E @ F continue pour la 
topologie induite par E® F (resp. u— <u, v > est une forme linéaire 
sur E@F de norme <1, quand E@F est muni de la norme induite 
par E 6 F). 

b) v est contenue dans l'enveloppe disquée fermée dans BE, F) 
(espace B(E, F) muni de la topologie de la convergence simple) d'un 
ensemble M @ N, où M est une partie équicontinue de E’, N une partie 
équicontinue de F’ (resp. M la boule unité de E’, N la boule unité 
de F’). 

c) Il existe une mesure % sur l'espace produit d'une partie équi- 
continue faiblement compacte M de E’ par une partie équicontinue 
faiblement compacte N de F’ (resp. une mesure |. de norme < 1 sur 
le produit de la boule unité de E par la boule unité de F’, muni du 
produit des topologies faibles) telle que l’on ait la formule 


v= f soydu(e,») 
Fi 
(intégrale faible dans 3( E, F), mis en dualité avec E @ F). 

d) Il existe un espace compact muni d'une mesure positive 4 de 
norme <1, une application linéaire continue « de E dans L*() ef 
une application linéaire continue B de F dans L’(u)(resp. et a et B 23 
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de norme < 1), tels que Von ait u(x, y) = < ae, By => pour wel, yeE. 

Une forme bilinéaire sur E X F est dite intégrale si elle satisfait 
aux conditions équivalentes a) à d) du théorème 7. En particulier, 
le dual de E@F s’identifie à l'espace J(E, F) des formes bilinéaires 
intégrales sur E X F. Si E et F sont des espaces de Banach, J(E. F) 
sera muni de la norme du dual de l’espace de Banach EG F, appelée 
norme intégrale et notée ||}. De même, une application linéaire v 
d'un espace localement convexe E dans un autre G est dite intégrale, 
si la forme bilinéaire sur E X G’ qui lui correspond est intégrale. 

Si E et G sont des espaces de Banach, on appelle encore norme 
intégrale de v, la norme intégrale de la forme bilinéaire qui lui 
correspond. 

Rappelons que dans tous les cas connus, quand E et F sont des 
espaces de Banach, l'application linéaire naturelle de E’® F’ dans 
J(E, F) est un isomorphisme métrique du premier espace dans le 
second (voir n° 5), c’est pourquoi nous employons pour la norme 
intégrale la notation ||v||, voisine de la notation ||x|', pour la norme- 
trace. Le critère d) du th. 7 prend pour les applications linéaires 
intégrales la forme suivante (que nons énonçons pour les espaces 
de Banach pour fixer les idées): Soit v une application linéaire d'un 
espace de Banach E dans un autre F, alors v est intégrale et de 
norme intégrale < 1 si et seulement si l'application de E dans F” 
qu elle définit peut s’obtenir en composant une application linéaire 
de norme < 1 de E dans un espace L” (u.) construit sur une mesure 
positive convenable de norme < 1 sur un espace compact, l’appli- 
cation identique de L” (1) dans L'(u), et enfin une application liné- 
aire de norme < 1 de L'(x) dans F”. De même, le critère b) du th. 7 
donne facilement : l'application linéaire v de E dans F est intégrale 
et de norme intégrale 1 si et seulement si elle est adhérente dans 
L, (E, F,) à l'enveloppe disquée de l’ensemble des xv @y, où x’ 
(resp. y) parcourt la boule unité de E’ (resp. de F); ou encore si elle 
est adhérente à l’ensemble des opérateurs nucléaires de norme-trace 
<1 (F, désigne F muni de la topologie faible, et L,(E, F,) désigne 
L(E, F,) muni de la convergence simple). 


Exemples. — Soient E et F des espaces localement convexes 
quelconques, alors toute forme bilinéaire sur E X F définie par un 
élément d'un espace E, &@ F3, où A (resp. B) est une partie équi- 
continue disquée faiblement fermée de E’ (resp. F’), est intégrale. 
Donc toute application nucléaire de E dans F est intégrale. La réci- 
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proque est fausse même pour les espaces de Banach, puisque l'appli- 
cation identique de L*(u) dans L'(u) est intégrale, mais n'est en 
général pas même compacte. Si E—C(M), F —C(N), espace des 
fonctions scalaires continues sur l'espace compact M resp. N, on a 
vu (N°5, th. 4) que C(M) & C(N) s'identifie avec sa norme à l’espace 
C(M XN), donc l'espace des formes bilinéaires intégrales sur 
C(M) X C(N) s’identifie avec sa norme à l’espace des mesures de 
Radon sur l’espace compact M X N. D'autres exemples seront vus 
au N° 0. 

En composant à gauche ou à droite une application linéaire inté- 
grale avec une application linéaire continue, on obtient encore une 
application linéaire intégrale. La transposée d’une application inté- 
grale de E dans F est une application intégrale de I” fort dans E’ fort. 

Utilisant par exemple le critère a) du th. 7, on trouve que si E, 
et E, sont des espaces localement convexes. F, (resp. F,) un sous- 
espace vectoriel topologique dé E, (resp. E.), alors toute forme bili- 
néaire intégrale sur F, X F, peut se prolonger en une forme bili- 
néaire intégrale sur E, X E,. de norme intégrale égale si E, et E, sont 
normés (comparer th. 6). Les propriétés les plus importantes des 
supposés applications intégrales sont résumées dans le 


Tuéorime 8. — Soit u une application linéaire intégrale d'un espace 
localement convexe E dans un autre F. 
1° Si F est quasi complet, alors u est faiblement compacte, et 
transforme les parties faiblement compaetes de E en des parties 
compactes de F. Si v est une application linéaire de F dans un espace 
localement convexe G, transformant les parties bornées en des par- 
ties faiblement relativement compactes alors veu est une application 
compacte. 
2° Soit v une application linéaire de F dans un espace G du type (F), 
transformant les parties bornées en des parties faiblement relative- 
ment compactes (resp. une application linéaire d'un espace G du 
type (DF) dans E, transformant les parties bornées en des parties 
faiblement relativement compactes de E). Alors veu (resp. wed) est 
une application nucléaire de E dans G (resp. de G dans F”). Si E, 
F, G sont des espaces de Banach, on a veulk {lil [lul|'. 


Conozzaire 1. — L'application composée de deux applications 
intégrales est nucléaire. 

Autres corollaires : Une application intégrale de E dans F est 
nucléaire si F est un espace (F) réflexif, et c’est une application 
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nucléaire de E dans F” si E est un espace (24) réflexif. Une applica- 
tion intégrale de E dans F transforme les suites sommables en des 
suites absolument sommables, les suites faiblement convergentes 
en des suites nuclairement convergentes (voir fin du n° 4). 

* Ainsi, considérant la circonférence unité T du plan complexe, 
muni de sa mesure de Haar u, supposons que la suite (a,) sur 
l'ensemble Z des entiers soit telle que (¢,a,) soit la suite des 
coefficients d’une fonction €L*(u.), quelle que soit la suite (¢,) 
de nombres égaux à 1 ou — 1: alors on voit facilement que la 
suite des a,z"eL”() est sommable, donc c’est une suite absolument 
sommable dans L'(u), d’où aussitôt (a,)el'. On a obtenu un analogue 
d’un théorème bien connu de Littlewood (dans lequel L” est rem- 
placé par L', et /' par 7’). Signalons que le théorème de Littlewood 
peut étre obtenu de la méme facon, comme conséquence du théo- 
réme suivant, de portée bien plus générale (et qui sera publié ulté- 
rieurement ainsi que diverses conséquences) : Toute suite sommable 
dans un espace L'(u.) (construit sur une mesure quelconque) a une 
suite de normes qui est de carré sommable (et méme, appartient a 
F@ L'(u); c’est le théorème dual de celui, signalé à la fin du n° 4, 
affirmant que toute suite de carré sommable dans un espace du type 
C(K) — et même toute suite appartenant à / & C(K)— est nucléaire- 
ment convergente vers O). 

Donnons quelques indications sur la preuve du théorème 8, qui 
s'appuie cssentiellement sur le critère d) du théorème 7. Que uw soit 
une application faiblement compacte résulte aussitôt du fait qu'il en 
est de même de l'application identique de L*(u) dans L'(u). Les 
autres assertions du théorème résultent facilement de la seconde 
parte, qui est plus difficile. On est ramené à prouver que toute 
application linéaire faiblement compacte de L'(u) dans un espace G 
du type (#) induit une application nucléaire de L*(x) dans G, done 
(th. 3) provient d’une feL&(u). Or un théorème de Dunford-Pettis- 
Philipps nous apprend qu'une telle application est même donnée par 
une application fortement mesurable et bornée f de M dans G. Notons 
que le corollaire 1, qui est important à cause de son application 
dans la théorie des espaces nucléaires, admet une démonstration 
directe plus simple : on est ramené à montrer que si u et y sont des 
mesures sur des compacts M et N, une application linéaire continue 
u de L'(u) dans L*(y) définit une application nucléaire de L?(u) 
dans L'(v). Or x sidentifie à une forme linéaire continue sur 


L'(u.) & L'(v), espace isomorphe à L'(u @ v) (th. 3), donc u est définie 
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par une fonction mesurable et bornée f sur M X N, qui s‘identifie à 


fortiori à un élément de L'(u @ v)—L'(x)@ L'(v). Ce dernier élément 
définit bien une application nucléaire de L*(u) dans L'(v), qui 


d’ailleurs n'est autre que l'application induite par wu, c. ie ted 


Dans PTT, nous déduisons le théorème 8 de résultats plus géné- 
raux (voir PTT, chap. 1, § 4, n° 2). L'essentiel du § 4 de PTT. 
chap. 1 (le plus touffu de tout le travail), est consacré à l'exposé de 
ces résultats et de leurs diverses conséquences. que nous ne pouvons 
donner dans ce résumé. , 


* 9. Applications linéaires intégrales dans un espace L', ou d'un 
espace C,(M) (PTT chap. 1, § 4, n° 4). — On peut caractériser les 
applications linéaires intégrales d’un espace localement convexe E 
dans un espace L'(u.) (où u est une mesure quelconque sur un 
espace localement compact M). Ce sont les applications linéaires 
appliquant un voisinage convenable V de O dans E en une partie 
latticiellement bornée de L'(u). Si E est normé, V sa boule unité, et 
et À — Suplur| (donc À est un élément positif de L'()), alors on a 
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[ul = lAll,. Si E ou L'() est séparable, le théorème de Dunford- 
Pettis donne un critère équivalent (que nous énonçons par exemple 
en supposant E normé): il existe une application faiblement mesu- 
rable f de M dans E’, telle que ||f(#)|| soit fonction sommable de f, 
et que pour æË, ur soit la classe dans L'(u) de la fonction 
t> <a, f(t)>; alors [ul < [||f(O|]du(#) (et on a l'égalité pour 
un choix convenable de f). On peut aussi caractériser les appli- 
cations nucléaires d’un espace localement convexe E dans L'(1) : ce 
sont celles qui transforment un voisinage convenable V de O dans E 
en une partie A de L'(u) qui est latticiellement bornée et de plus 
équimesurable (par quoi on entend que pour tout compact KcMet 
tout € > 0, existe un compact K, tel que u.(K n [ Ki) < €. et que 
les c€A coincident presque partout sur K, avec les fonctions d’un 
ensemble équicontinu et uniformément borné de fonctions sur K,). 
Supposant encore que E est un espace de Banach pour fixer les idées, 
il revient au même de dire que l'application envisagée est donnée 
par une application intégrable [2] f de M dans E (et en effet, af 
résulte aussitôt du théorème 3 que cela signifie bien que u est 
nucléaire). | 
De facon duale, soit M un espace localement compact, E un 
espace de Banach (pour fixer les idées), on suppose \L métrisable et 


mn. 
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dénombrable à l'infini, ou E séparable. Alors les applications inté- 
grales u de C,(M) (espace des fonctions continues sur M « nulles à 
l'infini ») dans E’, i. e. les formes linéaires continues sur 
C,(M. E) — C,(M)® E, sont celles données par une mesure v. sur M 
et une application faiblement u-mesurable et bornée / de M dans F5 
par la formule uz = fre (4) f(t) du(t). On peut de plus supposer que 
|| f(¢)|| 1 pour tout t, et que ul, —||u||,. En utilisant le théorème 3, 
on trouve d'ailleurs que les applications nucléaires de C,(M) dans Ke 
ou même de C,(M) dans un espace de Banach F quelconque, sont 
celles données par un couple (u., f) comme ci-dessus, mais f étant 
même une application intégrable de M dans F ; il n'est plus néces- 
saire ici de faire des hypothèses de séparabilité. En particulier, si K 
et L sont deux espaces compacts, 4%. une mesure sur K, N(x. y) 
une fonction scalaire continue sur K XL, alors l'application 
f= hic N(x, y)du(æ) de C(K) dans C(L), définie par le noyau 
continu N, est nucléaire. Notons que nous venons d'interpréter 
deux catégories remarquables de « mesures vectorielles » sur M, 
que l'on pourra appeler respectivement mesures vectorielles intégrales 
et mesures vectorielles nucléaires sur M. 

Le fait que l'on puisse caractériser les applications intégrales et 
nucléaires d'un espace de Banach (par exemple) E dans L'(w), par 
des propriétés de l’image de la boule unité, est tout à fait spécial à 
L'(u.) (voir fin n° 7) et lié d’ailleurs au corollaire du théorème 3. 
De même, on peut montrer que les applications linéaires intégrales 
de L'(x) dans un espace localement convexe E peuvent se caracté- 
riser par des propriétés de l’image de la boule unité de L'(u), 
particularité que nous ne développerons pas ici (voir PTT. chap. 1 
S 4, n"6). x 


Aprenpice I. — Variantes diverses de la notion de produit tenso- 
riel topologique (PTT. chap. 1, §3). 

Sur E@F, on peut introduire un grand nombre de topologies 
intéressantes distinctes (méme quand E et F sont des espaces de 
Banach). Nous nous bornons ici à noter ]’existence d'une topologie 
localement convexe unique sur E@ F telle que, pour tout espace loca- 
lement convexe G, les applications bilinéaires séparément continues 
de EX Fdans ( correspondent exactement aux applications linéaires 
continues de E @ F dans G. Aux ensembles séparément équicontinus 
d’ applications bilinéaires de E X F correspondent alors les ensembles 
équicontinus d’applications linéaires de K® F. Muni de cette topo- 
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logie, E®F est appelé produit tensoriel inductif de E et F, et son 
complété, noté E@F, est appelé produit tensoriel inductif complété 
de E et F. Son dual est donc l'espace B(E, F), les parties équicon- 
tinues du dual sont les ensembles séparément équicontinus de for- 
mes bilinéaires sur E X F (ce qui suflit déjà à déterminer la topologie 
du produit tensoriel inductif). La topologie produit tensoriel inductif 
sur E®@ F est plus fine que la topologie produit tensoriel projectif, 
et ces deux topologies sont identiques si et seulement si les ensembles 
séparément équicontinus de formes bilinéaires sur E X F sont déjà 
équicontinus (par exemple si E et F sont du type (:#), ou si E et F 
sont du type (D) et tonnelés). Ainsi, si E est un espace non nor- 
mable, les deux topologies précédentes sur E @ E donnent même des 
duals distincts (car la forme bilinéaire canonique sur E X E’ est 
séparément continue et non continue). — Si E est la limite induc- 
tive (au sens général) d'une famille d'espaces E;, F la limite induc- 
tive d'une famille d'espaces F;, alors le sous-espace vectoriel 
topologique H de E@F engendré par les images canoniques des 
espaces E;& F; est la limite inductive de ces derniers (d’où le nom de 
produit tensoriel inductif). Malheureusement, l’espace H précédent 
se trouvera souvent être non complet, c’est-à-dire distinct de EG F. 
— L'énoncé analogue au précédent, quand E et F sont des espaces 
produits. n'est valable que sous des conditions assez restrictives, 
p. ex. si F est le produit vectoriel topologique d’une famille d'espaces 
du type (F). — Remarquons enfin que la notation de produit 
tensoriel topologique qu'on vient de développer donne lieu à une 
notion de produit tensoriel de deux applications linéaires continues, 
toute analogue à la notion développée au n° 6. 

Il y a lieu de définir un sous-espace dense remarquable de ESF 
plus important que E& F lui-même (bien qu'il ne soit souvent pas 
complet, car distinct de E®F): c’est le sous-espace réunion des 
images canoniques des espaces E, © F3 — E, @ Fr, ou À (resp. B) est 
un disque borné de E (resp. F) tel que E, (resp. F5) soit complet. 
Les éléments de ce sous-espace sont appelés noyaux de Fredholm 
dans E@F, ils interviennent par exemple dans la théorie des espaces 
nucléaires (voir chap. 2, n° 2 th. 1, corollaire 3). Les sous-espaces 
des noyaux de Fredholm se transforment les uns dans les autres par 
les produits tensoricls d’applications linéaires continues. —— Le th. 2 
du n° > montre que si E et F sont du type (F), alors tout élément de 
E@F=E6 F est déjà un noyau de Fredholm; il donne de plus un 
théorème de structure explicite pour les noyaux de Fredholm dans 
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le cas général : les noyaux de Fredholm dans E & F peuvent se repré- 
senter par des séries 
u= dr; @ y; 


où («;) resp. (y;) est une suite extraite d’un disque compact de E 
(resp. F), et ou (A;) est une suite sommable de scalaires. Ainsi, u 
provient même d’un élément d’un espace E, & Fy, ou A et B sont des 
disques compacts. 

On appelle application de Fredholm de E dans F une application 
définie par un noyau de Fredholm de E’® F. Une telle application 
est faiblement continue, mais pas toujours continue; mais si tout 
disque fortement compact de E’ est équicontinu, en particulier si la 
topologie de E est la topologie de Mackey <(E, E’), alors toute appli- 
cation de Fredholm de E dans F est déjà nucléaire, et à fortiori 
continue. — Notons que ce sont les noyaux de Fredholm de E’@ E 
qui forment le domaine naturel de la théorie de Fredholm. 

Soit E un espace localement convexe, prenons sur son dual E’ 
une topologie localement convexe plus fine que la topologie faible. 
Alors la forme bilinéaire canonique sur E X E’ est séparément 
continue, donc définit une forme linéaire continue sur E @ KE’ appelée 
forme trace. Soit F un autre espace localement convexe, soit 
A€S(E, F), supposons que l'application linéaire ‘A de F dans E’ qui 
lui correspond soit continue (ce qui est par exemple le cas en 
prenant sur E’ la topologie forte, si on suppose F tonnelé), alors 
4 @'A est une application linéaire continue de E & F dans ES E’, notée 
aussi u—>‘A. u. Alors un passage à la limite trivial donne, pour tout 
ueE © F : 

no = Tee À 0. 


Cela explicite la dualité entre E®F et B(E, F) au moyen de la 
forme trace. Cette formule se généralise immédiatement pour 
l'accouplement naturel correspondant à n'importe quelle espèce 
« raisonnable » de produit tensoriel topologique complété (PTT, § 3, 
N°3, prop. 17). — Si K est un espace compact muni d’une mesure us 
on a vu que l'opérateur intégral défini par un noyau continu N(x, y) 


(défini sur K X K) est un opérateur nucléaire dans C(K) (N° 9). On 


montre facilement que sa trace n'est autre que [N(æ, x) du.(æ). 


Avvexpice 2. — Les propriétés et les problèmes d'approximation 
(PTT, Chap. 1, § 5). 


Le problème le plus important qui reste à résoudre dans la théorie 


PTE 
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des produits tensoriels topologiques est le suivant « Problème de 
biunivocité »: l'application canonique de E®F dans ESF est-elle 
toujours biunivoque ? Par le théorème de Hahn-Banach, ce problème 
se transforme en une des variantes du « Problème d'approæimation » : 
Toute forme bilinéaire continue sur E X F est-elle limite, pour la 
topologie faible définie par ESF, de formes bilinéaires continues 
dégénérées, i.e. provenant de E’@F"? Sous cette forme du problème, 
on voit qu'on peut se ramener au cas où E et F sont des espaces de 
Banach. Comme alors la topologie de la convergence bicompacte 
(i.e. convergence uniforme sur les produits d'un compact de E par 
un compact de F) sur B(E, F) donne pour dual E®F (N° », th. 2), 
on peut remplacer dans le « Problème d’approximation » la topologie 
faible définie par E@F par la topologie de la convergence bicompacte. 
Cela prouve aussi que l'on peut supposer E et F séparables. En 
continuant par de tels procédés (notamment utilisation systématique 
du th. 2), nous avons donné dans PTT, Chap. 1, $ 5, prop. 37, un 
grand nombre d’autres formulations équivalentes de la conjecture 
précédente. Il suffit par exemple de supposer dans ce qui précède 
que E est un sous-espace vectoriel topologique de c,, et que F est 
son dual. Il suffit même de prouver que si ueE'@E définit un 
opérateur nucléaire nul, alors Tr.u—0o. Une formulation plus 
concrète de ce dernier énoncé est la suivante: soit u—(u;;) 
une matrice représentant un élément de l'@c, (i.e. telle que 


Z Sup|ay|< + c ); et telle que u*—o, alors Tr.u— Zu; — 0. 


Autres formulations: Soit K(x, y) un noyau continu sur X X X, 
(où X est un espace compact muni d'une mesure positive u), tel 
que K-K— 0, alors TrK= [ K(e, x) du(æ) — 0. Ou: soit f(x, y) 
une fonction continue sur le produit de deux compacts X et Y, 
alors f est limite uniforme de combinaisons linéaires de fonctions du 
type f(a, b) f(a, y). Dans ces deux derniers exemples, il suffit de 
faire la preuve dans un seul cas pour que la conjecture générale 
soit prouvée, pourvu que u ne soit pas somme d'une suite de masses 
discrètes dans le premier cas, et pourvu que X et Y soient infinis 
dans le second cas. D’autres formulations sont contenues dans ce 
qui suit. taper. ue à à 
On dira qu’un espace localement convexe E satisfait à la condition 
d’approximation, si l'application identique de E dans lui-même est 
. limite, pour la convergence uniforme sur toute partie précompacte, 
. d'applications linéaires continues de rang fini. Alors, pour tout 
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espace localement convexe F, foule application linéaire continue 
de E dans F ou de F dans E est limite, pour la convergence 
précompacte, d'applications linéaires continues de rang fini. Si KE 
est un espace de Banach, cela signifie aussi que pour tout espace de 
Banach F, toute application linéaire compacte de F dans E est limite, 
au sens de la norme, d'applications linéaires continues de rang fini ; 
ou encore que pour tout espace de Banach G, G@E est identique a 
l’espace des applications linéaires compactes et faiblement continues 
de G’ dans EK. On montre, par utilisation du th. 2, que cela équivaut 
au fait que pour tout espace de Banach F, |’application canonique 
de E&F dans B(E/, F’) est biunivoque; et dans cette condition il 
suffit de faire F =’ (on a donc ici une condition de biunivocité), et 
même de supposer que la trace d’un ue EE qui définit un opérateur 
nul, est nulle. — On montre que le dual E’ d’un espace de Banach E 
satisfait à la condition d’approximation. si et seulement si toute 
application linéaire compacte de E dans un espace de Banach F est 
limite, au sens de la norme, d'applications linéaires continues de 
rang fini, et que cela implique que E lui-même satisfait à la condition 
d’approximation. — Le « Problème d approximation » envisagé 
plus haut peut aussi s’énoncer: tout espace localement convexe 
satisfait-il à la condition d’approximation ? On a vu d’ailleurs qu'on 
peut alors se borner aux sous-espaces vectoriels fermés de c,. 

Les espaces L? (1<p<+ >) construits sur une mesure 
quelconque, les espaces C(K) (espace des fonctions continues sur 
l'espace compact K), ainsi que les duals, biduals, etc. de ces espaces, 
satisfont à la condition d’approximation (et même à la « condition 
d’approximation métrique » plus forte, voir ci-dessous). Les espaces 
nucléaires satisfont à la condition d’approximation (voir chap. 2), 
il en est ainsi plus généralement des espaces qui sont isomorphes à 
des sous-espaces de produits d'espaces de Hilbert (espaces assez 
fréquents en pratique). Je donne d’autres exemples dans PTT, 
chap. 1, $5, N° 3, englobant notamment les plus importants parmi 
les espaces de Banach formés de distributions sur R" (essentiellement 
ceux qui sont intermédiaires entre (D) et (1), et qui sont stables 
par translation, et par multiplication par les o€()). 

On dit qu'un espace de Banach satisfait à la condition d’appromi- 
mation métrique. si l'application identique de E dans lui-même est 
limite, uniforme sur tout compact, d'applications linéaires de rang 
fini ef de normes < 1. C’est un renforcement de nature métrique de la 
condition d'approximation, et on peut en donner des reformulations 


hi — 


Ey 
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analogues (PTT, chap. 1, $5 N° 2). Signalons notamment la suivante : 
pour tout espace de Banach F, l'application canonique de E&@F 
dans l’espace J(E’, F’) des formes bilinéaires intégrales sur EX F’, 
est un isomorphisme métrique. Il suffit d'ailleurs encore de prouver 
que l'application canonique de E& E’ dans J(E’, E)\ est un isomor- 
phisme métrique. On ne connaît pas d'espace de Banach qui ne 
satisfasse à la condition d’approximation métrique. 

On prouve encore que E’ satisfait à la condition d’approximation 
métrique si et seulement si pour tout espace de Banach F, l'appli- 
calion canonique de E & F’ dans l'espace J(E, F) des formes biliné- 
aires intégrales sur E X F est un isomorphisme métrique, et qu'alors 
E satisfait aussi à la condition d’approximation métrique. Plus 
profond est le résultat suivant: 


Tutorime 9. — Soient E, F, G des espaces de Banach, u une 
application linéaire continue de E dans F, v une application linéaire 
continue de F dans G. On suppose l’une des applications u, v faible- 
ment compacte, l'autre limite uniforme sur tout compact d'applications 
linéaires continues de rang fini. Alors w=vou est limile uniforme sur 
tout compact d'applications linéaires continues, de rang fini et de 
norme < ||w||. 


Corozaire. — Soit E un espace de Banach réflexif. Pour que E 
satisfasse à la condition d'approæimation métrique, il suffit déjà qu'il 
satisfasse à la condition d’appproximation. 

Ces énoncés, a partir d’hypothéses purement topologiques, 
donnent des conclusions de nature métrique, qui resteront donc 
valables en remplacant les normes données par des normes équiva- 
lentes. A ce titre, le corollaire du th. g donne, même pour l'espace 
de Hilbert, un résultat d’approximation nouveau. 


CHAPITRE II 


ESPACES NUCLEAIRES 


4. Introduction des espaces nucléaires. — Dans la plupart des 
exemples où E est un espace localement convexe complet concréte- 
ment donné (espace de fonctions ou de distributions, par exemple), 
F un espace localement convexe complet arbitraire, on ne sait pas 
caractériser de façon concrète à la fois E® F, EG F et son extension 
vectorielle topologique %,(1i;, F;) (par exemple interpréter ces espaces 
comme des espaces de fonctions ou distributions a valeurs vectorielles. 
caractérisées de façon simple). Mais on sait souvent expliciter de 
façon concrète un espace localement convexe P compris entre E@F 
et E@F ou du moins entre E& F et 8,(K;, F{) (« compris entre » 
signifiant ici : les applications K@®F—P et P—%#,(E{, F{) sont 
continues). 


Exempte 1. — Soit E—=L?(u), où 1S p<+o; si F est un 
espace de Banach (et par extension si F est un espace localement 
convexe complet quelconque) on définit de façon naturelle l’espace 

(4) des applications « de puissance p*™* intégrable » de l'espace 
mesuré M dans F (voir [2]), et on voit facilement que 


L&FcLceL@r. 


Lf est en général différent de L’ @ F et de LG F, et les éléments de 
LG F n’admettent pas de caractérisation interne apparente en tant 
qu'applications de M dans F (sauf si p—1, voir chap. 1, th. 3), 
tandis que les éléments de L? ® F ne peuvent même plus s'interpréter 
en général par des applications mesurables ou scalairement mesu- 


rables de M dans F. . 


Exempte 2. — Pour des espaces E formés d’authentiques fonc- 
tions (et non seulement de classes de fonctions comme I,’) on peut 
caractériser le plus souvent :8,(E{, F°) grace au 


ais 


f 
‘ 
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Lemme. — Soit E un espace de fonctions sur un ensemble M, muni 
d'une topologie localement convexe plus fine que la topologie de la 
convergence simple. Alors pour tout espace localement convexe 
complet F, ,(E;, F;) s'interprète comme l'espace des applications f 
de M dans F telles que, pour tout y'eF” la fonction f,(t) = < f(t), y > 
appartienne à E (f appartient scalairement à E), et que fy, par- 
coure une partie faiblement relativement compacte de E quand y 
parcourt une partie équicontinue de K°. (Cette deuxième condition est 
d'ailleurs surabondante quand E est réflexif et du type (F) ou (4).) 

Mais dans un cas comme le précédent, on n'a en général pas prise 
sur l’espace E& F. 

On conçoit donc les simplifications qui se présentent dans les 
cas où l'on sait à l'avance que E&F—EGF, ou même que 
ES F=3,(Ej, F°) (ces égalités étant d'ailleurs supposées impliquer 
les topologies). Alors on pourra le plus souvent déterminer de façon 
concrète ESF—E8F—A,{(E;, Fi), par exemple si on connaît à 
priori un espace intermédiaire P entre E&F et 8,(E;, Fi). Du même 
coup, on aura déterminé l’espace des applications linéaires faible- 
ment continues de E’ dans F ou de F’ dans E, espaces qui s identi- 
fient en effet à B,(E;, F)). Et le dual B(E, F) de E&F, i. e. l'espace 
des formes bilinéaires continues sur E X F, sera identique au dual 
de E@F, ou aussi au dual de P, et pourra souvent grâce à cela 
s’interpréter de façon concrète. 

Par exemple, l'essentiel du « théorème des noyaux » de L. Schwartz 
affirme que l'espace des formes bilinéaires continues sur &(R”) X ECR") 
est identique à l’espace des formes bilinéaires définies par les distri- 
butions à support compact sur À” X R". Ces dernières sont à priori 
les formes linéaires continues sur E(R" X R"), or on voit directement 
(cas particulier du lemme ci-dessus) que &(R™ X R") s’identifie à 
l'espace 

ESF—R(E, F), où E—6(R") et F=6(R’) 


donc à priori, les distributions sur R" X R" sont les formes bili- 
néaires intégrales (chap. 1, n° 8) sur E(R") X E(R"). Le théorème 
des noyaux, qui dit qu'on obtient ainsi toutes les formes bilinéaires 
continues sur &(R™) X &(R"), i. e. que l'application_transposée de 
l’application canonique de &(R") & 6(R") dans & (R") @ 6(R") est une 
application sur, signifie donc aussi (par un théoréme classique de 
la théorie des espaces (#)) que l’on a en fait 


&(R™) @ E(R") = 6(R") @ E(R"). 
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En fait, la démonstration de ce théorème montre même que 
BCRM)Q F— &(R") QF 


(espace isomorphe, quand F est complet. à l'espace des applications 
indéfiniment différentiables de R" dans F) pour fout espace locale- 
ment convexe F. 

On voit donc que de façon générale, assertion que l’on a 
E&F—E@F pour deux espaces donnés E et F, doit étre regardé 
comme un équivalent algébrico-topologique du théorème des noyaux 
de L. Schwartz. Dans la suite nous étudions les espaces E, tels que 
G(R"), pour lesquels on ait E® F = E&F pour {out espace locale- 
ment convexe F: ce sont les espaces nucléaires. 


2. Caractérisations des espaces nucléaires (PTT, chap. 2. § 2. 
n° 1). — D'après n° 1, un espace localement convexe est dit nuclé- 
aire, si pour tout espace localement convexe F, l'application cano- 
nique de E®F dans E& F est un isomor phisme vectoriel topologique 
du premier espace sur le second (ou, ce qui revient au mème, si ces 
deux espaces induisent la même topologie sur E@F). Il suffit d’ailleurs 
de le vérifier quand F est un espace de Banach. E est nucléaire si et 
seulement si son complété l’est. 


Tutorime 1. — Soit E un espace localement convexe. Les condi- 
tions suivantes sont équivalentes : 


a) E est nucléaire. 


b) Toute application linéaire continue de E dans un espace de 
Banach F est nucléaire (Chap. 1, N° 7). 


c) Pour tout disque équicontinu faiblement fermé A dans E’, en 
existe un autre B > A tel que l'application identique de Ei dans Ex soit 
nucléaire. 

Si alors E est complet, on a pour tout espace localement convexe 
complet F:E® F—=E® F=—8,(E,, F’)(isomorphisme vectoriel-topo- 
logique). 

* La partie difficile de la démonstration consiste à prouver que a 
implique c. En transformant la condition a par dualité, on trouve 
que pour tout disque équicontinu faiblement fermé A de’E/;"en 
existe un autre B > A tel que l'application identique de E\ dans E; 
soit intégrale (chap. 1, n° 8). Appliquant le même résultat à B, et 
utilisant le corollaire du chap. 1, théorème &, on trouve c. Remar- 
quons qu'on a seulement utilisé le fait que pour tout espace de 
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Banach, l'application canonique de E&F dans E®F est un iso- 
morphisme faible. , 

Comme une application nucléaire est à fortiori compacte, c 
donne le 


COROLLAIRE 1. — Soit E un espace nucléaire. Les parties bornées 
de E sont précompactes (et E est méme un espace de Schwartz, voir |6}). 
A fortiori, si E est quasi complet, E est du type (Ab), donc réflexif. 

On en conclut aussi qu'un espace de Banach nucléaire est de 
dimension finie. De plus: 


CoroLLaiRe 2. — Soil E un espace nucléaire, F un espace locale- 
ment convexe quelconque. Si F est quasi complet, loute application 
linéaire bornée de E dans F est nucléaire. Si E est tonnelé (p. ex. si 
E est du type (F)), toute application linéaire bornée de F dans E’ est 
nucléaire. 


CoroLLaiRE 3. — Soient E et F deux espaces localement convexes. 
E nucléaire. Alors les formes bilinéaires continues sur EX F sont les 
formes bilinéaires « nucléaires », i.e. qui proviennent d'un élément 
d'un espace Ex ®Fy, où A (resp. B) est un disque équicontinu 
faiblement fermé dans E’ (resp. F’). 

On ne connaît pas de cas où on ait ES F—E&F sans que E ou F 
soit déjà nucléaire (dans ce problème, on peut se ramener facilement 
au cas ou E et F sont tous deux du type (F)). On peut montrer que 
si F est l’espace c, ou I’, plus généralement si F admet un espace 
quotient isomorphe à c, ou à l', alors E®F—E®@F implique déjà 
que E est nucléaire. Conjuguant avec le classique « théorème des 
isomorphismes » de Banach, on obtient: 


Tuéorème 2. — Soit E un espace (#). Pour que E soit nucléaire, 
il faut et il suffit que toute suite sommable dans E soit absolument som- 
mable ou aussi que toute suite dans E qui converge vers zéro, converge 
vers zéro nucléairement (voir fin du n° h). 

En particulier, si E est un espace de Banach, chacune des deux 
conditions précédentes impliquent que E est de dimension finie: 
dans le premier cas, on retrouve donc un théorème récent de 


Dvoretzky-Rogers. 


3. Propriétés de permanence, exemples d'espaces nucléaires 
(PTT, chap. 2, § 2, n™ 2 et 3). — La classe des espaces nucléaires 
jouit d’une stabilité remarquable exprimée dans le 
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Taéorème 3. — 1° Soit E un espace (3) ou (#3). Pour que E 
soit nucléaire, il faut et il suffit que E’ soit nucléaire. 

2° Soit E un espace nucléaire. Tout sous-espace vectoriel, tout 
espace quotient de E est nucléaire. 

3° Le produit vectoriel-topologique d'une famille quelconque 
d'espaces nucléaires, la somme vectorielle-topologique d’une famille 
dénombrable d'espaces nucléaires, sont nucléaires. 

4° Soient E et F deux espaces nucléaires, alors E @ F esl nucléaire. 

5° Soit E un espace nucléaire du type (3), F un espace réflexif 
dont le dual est nucléaire. Alors le dual de E & ¥ est nucléaire. 

* De ces assertions, 2 et 5 sontles plus difficiles (les autres résul- 
tent assez simplement des critères du théorème 1). La démonstration 
donnée dans PTT, qui repose sur des techniques assez fines, peut 
se remplacer par l’utilisation systématique du théorème 1, critère c, 
et des deux faits suivants: 1) Si E est un espace nucléaire, alors 11 
existe une famille fondamentale de parties équicontinues A de FE 
telles que E, soit un espace de Hilbert (7. e. E est isomorphe à un 
sous-espace vectoriel du produit d’une famille d’espaces de Hilbert) ; 
2) la remarque faite à la fin du chap. 1, n° 7. , 

Du théoréme 3, on déduit les résultats suivants: Si E est un 
espace vectoriel muni de la topologie la moins fine rendant continues 
des applications linéaires f, de E dans des espaces nucléaires E,, 
alors.E est nucléaire; soit E un espace vectoriel muni de la topolo- 
gie localement convexe la plus fine rendant continues les applications 
linéaires u; d'une suite d'espaces nucléaires E; dans E, telles que E 
soit engendré par la réunion des u,(E;), alors E est nucléaire; soit E 
un espace nucléaire du type (#) ou (DF), F un espace nucléaire, 
alors L,(E, F) est nucléaire, il en est de même du dual de L,(E, F) 
si F est aussi du type (#) ou (DF). 

Le théorème 3, joint au fait que l’espace &(U) des fonctions indé- 
finiment différentiables sur un ouvert U de R" est nucléaire tials 
permet de montrer facilement le 


Corottame. — Les espaces &, &, 9, 9D’, construits sur une 
partie ouverte U de R"; les espaces (4), (9), (Oy) et (OG) construits 
sur R", et les duals forts de ces deux derniers espaces, sont nucléaires. 
Il en est de même de l’espace # des fonctions holomor ‘phes sur une 
variété analytique complexe. (Pour la définition des espaces précé- 
dents voir [9].) 

* Considérons une suite croissante de suites positives a” — (ai), 


é 
4 


| 
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soit E l'espace « échelonné » correspondant (voir [7]), ¢. e. l'espace 
des suites (x;) telles que xa‘? soit absolument sommable pour 


tout n, E est muni d'une topologie naturelle d'espace (#). Peur que 
E soit nucléaire, il faut et il suffit que pour tout n, existe un m>n 
tel que la suite a™/a™ — (a\/a\™), soit sommable (où on convient de 
regarder comme nul un quotient dont les deux termes sont nuls). 
Ainsi l’espace (s) des suites à décroissance rapide, donc aussi son 
dual (s’) (espace des suites à croissance lente), est nucléaire. (Cela 
redonnerait facilement, grâce à la transformation de Fourier, que 
&(R,) et plus généralement &(U), est nucléaire.) L’énoncé précédent 
permet aussi de construire des espaces échelonnés qui sont du type 
(lb) (et même du type (9), voir [6], § 3), mais non nucléaires. , 

4. Propriétés de relèvement (PTT, chap. 2, § 3, n° 1). — Le 
théorème 6 du chap. 1, n° 7, se spécialise ainsi : 


THéoRÈèME 4. — 1° Soient E, E, deux espaces localement 
converes, F, (resp. F,) un sous-espace vectoriel de KE, (resp. E,). On 
suppose F, ou F, nucléaire. Alors toute forme bilinéaire continue 
sur F. XF, est la restriction dune forme bilinéaire nucléaire 
for EXE 

2° Soient E, G deux espaces localement convexes, F un sous- 
espace vectoriel de E. Supposons que F est nucléaire et G quasi 
complet, ou que G est le dual fort d'un espace nucléaire quasi tonnelé 
(par exemple que G est un espace nucléaire complet du type (#) 
ou (DF)). Alors toute application linéaire bornée de F dans G est la 
restriction d’une application nucléaire de E dans G. 

3° Soient E, G deux espaces localement convexes, F un sous-espace 
vectoriel fermé de E, tel que tout disque compact de E/F soit contenu 
dans l’image canonique d’un disque borné et complet de E. On 
suppose que G est nucléaire, ou que E/F est isomorphe au dual fort 
d’un espace nucléaire quasi tonnelé (p. ex. que E est un espace (3) 
ou (DF) nucléaire et complet). Alors toute application linéaire 
bornée de G dans E/F provient d'une application nucléaire de G 
dans E. 

Une variante des propriétés précédentes est la suivante : Soit E 
un espace localement convexe, F un sous-espace vectoriel nucléaire, 
À un disque équicontinu dans FE’. Alors il existe une application 
linéaire de F, dans E inverse à droite de l'application canonique 
de E’ sur F’, et appliquant A dans une partie équicontinue de E”. 
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Signalons encore la propriété de « relèvement » suivante, consé- 
quence facile des résultats précédents : 


Tuéorème 5. — Soient E et F deux espaces localement conveces, 
tous deux du type (3) ou tous deux du type (DF). Supposons E 
nucléaire, et soit A un disque borné de P—=E®F. Alors il existe 
une suite (x;) tendant vers O dans E, et une suite équicontinue d’appli- 
cations linéaires u—y{u) de P, dans F, enfin une suite sommable 
fixe (À), tels que pour ueP,, on ait 


u= dx, ® y{u) 


CoroLLaiRe. — A est contenu dans l'enveloppe disquée fermée 
d'un ensemble B@C, où B (resp. C) est une partie bornée de E 
(resp. F). Donc sur B(E, F), la topologie de la convergence bihornée. 
et la topologie du dual fort de E @ F, sont identiques. 

Signalons encore que l’analogue du th. 5 relatif à la représentation 
des suites convergentes de E® F, est aussi valable. 


5. Compléments sur le produit tensoriel d'un espace nucléaire 
par un espace localement convexe quelconque (PTT, chap. 2, § 3, 
n* 2 et 3). — La théorie de la dualité pour E& F est particulièrement 
simple quand E est nucléaire, et quand E et F sont tous deux da 
type (#), ou tous deux du type (DF). Les résultats précédents donnent 
en effet facilement : 


THéoRèME 6. — Soient E et F deux espaces localement convexes, 
tous deux du type (#), ou tous deux du type (DF). Si E est nucléaire, 
le dual fort de E& F qui s’identifie à B(E, F) muni de la convergence 
bibornée (voir Corollaire du th. 5), s’identifie à F’ &@ F’. 

Par suite si E est complet, donc réflexif, le bidual de E& F, muni 
de la topologie forte du dual de (E@F)}, s’identifie à EG F;, où F; 
désigne le dual fort de F’. 

En général, si E est nucléaire et complet, mais E et F par ailleurs 
quelconques, et si on prend de nouveau sur les biduals les topologies 
« naturelles » — voir Introduction — on prouve que le bidual de 
E& Fs'identifie à un sous-espace vectoriel topologique dense de E & F” 
(voir PTT, chap. 1, § 4, n°2, prop. 25, où on donne un énoncé plus 
général). Quant au dual de E& F, dont les éléments sont caractérisés 
par le cor. 3 du th. r, il ne sera plus du tout en général identique à 
E’@ F’, mais ce sera sous des conditions assez larges, par exemple 
si F est réflexif, un sous-espace vectoriel topologique dense de EF’ @ F 
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(voir définition au chap. 1, appendice 1). Mais même dans le cas du 
produit tensoriel E’ @ E, ou E est du type (#) ou (DF) nucléaire, le 
dual fort de E@F sera souvent non complet (donc distinct de 
kK’ ® F’): voir appendice. 

Le produit E@ F (E nucléaire) donne lieu à divers théorèmes de 
permanence : pour que E® F soit réflexif (resp. du type (.tb), ou du 
type (¥), ou quasi normable) il suffit (et il faut quand F est complet) 
que F le soit. Mais E et F peuvent être bornologiques et tonnelés 
sans que E@F le soit (voir appendice). 

D'après les réflexions du n° 1, la détermination concrète de E& F, 
quand E est nucléaire, n'offre le plus souvent aucune difficulté. 
Donnons quelques exemples (où F est supposé un espace localement 
convexe complet). 

Soit 6 — &(V) l’espace des fonctions indéfiniment différentiables 
sur une variété indéfiniment différentiable donnée V. Alors 6@ F est 
l'espace des applications indéfiniment différentiables de V dans F 
(muni de sa topologie naturelle). Enoncé analogue quand on rem- 
place & par le sous-espace E des fonctions satisfaisant à un certain 
système d'équations aux dérivées partielles D;f— 0. 

Soit 4—%(V) l'espace des fonctions holomorphes sur une 
variété analytique complexe donnée V. Alors 46 & F est l’espace des 
applications holomorphes de V dans F, avec la topologie de la 
convergence compacte. 

En particulier, on trouve que 


G(U)BEV)=6(U XV), #(U)SH(V) = HU XV), 


quand U et V sont deux variétés indéfiniment différentiables (resp. 
analytiques complexes) données. 

Soit f= (R") l’espace des fonctions sur R” « indéfiniment diffé- 
rentiables à décroissance rapide » ([g]. t. 2). Alors S ®@ F est l’espace 
des applications de R" dans F qui sont «indéfiniment différentiables 

4 décroissance rapide », 1. e. indéfiniment différentiables, et telles 
que pour tout indice de dérivation multiple D? et tout polynome P 
sur R", PD?f soit fonction bornée sur R". En particulier 


4(R™ @ 9 (RY) = 9(R" X R°). 


On a des énoncés analogues en faisant E (Om) (espace des fonc- 
tions Cindéfiniment différentiables à croissance lente ») ou E = (Oc) 
| (espace des fonctions « indéfiniment différentiables à croissance très 

lente », dual fort de l’espace (06) des distributions à décroissance 
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rapide [g]), etc. Signalons d'ailleurs qu'en utilisant le lemme du 
n° 1, on trouve qu'une application f à valeurs dans F est indéfiniment 
différentiable, resp. holomorphe, resp. « indéfiniment différentiable 
à décroissance rapide », resp. « indéfiniment différentiable à crois- 
sance lente », etc. si et seulement si elle l’est « scalairement », 2. e. 
si pour tout y/eF”, la fonction < f(t), y >, à valeurs scalaires, pos- 
sède la même propriété. 


6. Opérateurs de puissance p.‘* sommable. Application aux 
espaces nucléaires (PTT, chap. 2, §1, N° 1 à 6 et § 2, N°4). — 
Soient E et F deux espaces localement convexes. Parmi les éléments 
de ESF (voir définition au Chap. 1, Appendice 1) on a distingué 
sous le nom de noyaux de Fredholm ceux qui proviennent d'un élément 
de quelque espace E,® F3, où A (resp. B) est un disque borné 
de E (resp. F) tel que E, (res. F3) soit complet; alors on peut même 
supposer que À et B sont compacts (Chap. 1, Appendice 1). Plus 
généralement, si o< p< 1, on appelle noyau de Fredholm de puis- 
sance p. *™ sommable dans E&@ F, tout élément de E@ F de la forme 
Zu, ® y, où (A)eP, et où (æ,) (resp. (y:)) est une suite extraite d'un 
compact de E (resp, F). (Si p—1, on retrouve les noyaux de Fred- 
holm). L'ensemble des noyaux de Fredholm de puissance p.°"* 


sommable dans E& F est noté EeF. — On appelle application de 
puissance p.*" sommable de E dans F toute application linéaire de E 
dans F qui provient d’un noyau de Fredholm de puissance p.’”° 
sommable de E’ @ F (si p— 1, on retrouve la notion d’application de 
Fredholm, introduite au Chap. 1, Appendice 1). L'espace de ces 
applications, noté L®(E, F), sidentifie donc à un espace quotient 


P (P) 
de E’® F et s'identifie même à E/@F dans tous les cas connus (voir 
« probléme de biunivocité » au Chap. 1, Appendice 2) ; il en est 
toujours ainsi par exemple quand p< 2/3. Quand E et F sont 


. . P . e 
des espaces de Banach, on introduit sur E@ F une fonction « distance 
à l'origine » 


S,(u) = Inf EAP 
le inf étant pris pour toutes les représentations u — Aw, ® Yi avec 


(Pp) ; AT : 

Im +, ||yil| <1. E®F devient ainsi un espace vectoriel topolo- 
gique métrisable et complet, en général non localement convexe. 
Quand E et F sont des espaces localement convexes quelconques, les 


; = (Pp) 
semi-normes de E et de F permettent de définir sur E 3 F un système 
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d’ « écarts à l'origine », qui en font encore un espace vectoriel 
topologique (non localement convexe en général) ; cet espace est 
métrisable et complet si E et F sont métrisables et complets. Par 
suite, si E est du type (DF), F du type (F), alors L?(E, F) est un 
espace vectoriel topologique métrisable et complet (en général non 


: ; (ps 
localement convexe), isomorphe à un espace quotient de E’® I’, 


: : : / [Pls 
On peut aussi, pour o< p< 1, introduire l'espace ESF des 
noyaux de Fredholm d'ordre <p, qui est par définition l'intersection 


(g) 
des espaces E@F pour p<q<1. Muni de la topologie borne 


supérieure des topologies induites par les espaces ESF, c'est un 
espace vectoriel topologique (non localement convexe en général), 
qui est métrisable et complet si E et F sont métrisables et complets. 
On définit de façon analogue les espaces vectoriels topologiques 
LP(E, F), intersection des espaces L®(E, F) pour p<q<1. 
L'introduction de ces topologies permet de prouver ceci: Soient E 


(p] 
et F deux espaces du type (#). Tout élément de E @F (oùo<p<1) 
est de la forme YA;r,® y;. où (À;)elPl, et où (æ;)(resp. (y;)) est une 
suite bornée dans E (resp. F). Si (u,) est une suite tendant vers o 


dans E® F (resp. dans E ® F), alorsonau, — LAfa; ® y, où les suites 
bornées (x;) et (y;) sont fixes, et où AX —(A7) tend vers o dans P 
(resp. [?!). (On désigne par {?] l’espace intersection des espaces /! 
avec p<q<1, muni de la topologie borne supérieure des topolo- 
gies induites par les /?, topologie qui en fait un espace métrisable et 
complet). L'application la plus importante de ces résultats est dans le 


Tuéorèue 7. — Soit E un espace (DF), F un espace (®), alors toute 
application d'ordre O de E dans F est de la forme Ex; @ y;, où (Ai) 
est une suite de scalaires à décroissance rapide, et od (æi)(resp. (y:)) 
est une suite tendant vers O dans E’ (resp. F). 

Soit E un espace localement convexe quelconque. Tout noyau 
de Fredholm élément de E’/@E admet un déterminant de Fredholm 
det (4 — zu), fonction entière de la variable complexe z, dont les zéros 
sont les inverses des valeurs propres z, de l’opérateur de Fredholm 

. défini par u (les zéros et les valeurs propres étant comptées suivant 
leur ordre de multiplicité). On a le 


if 

| @) 

| _Tuéorème 8. — Si ueE @E, le déterminant de Fredholm de u est 

- une fonction entière d'ordre <q, où 1/g = 1/p — 1/2, et la suite des _ 
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valeurs propres de u est de puissance q *"° sommable. Si p< 2/3, 
d'où q<1, det(Â —zu) est une fonction entière de genre O, donc 
identique au produit infini [] (1 —z2z;), (où les z; sont les valeurs 
propres de u, répétées suivant leur ordre de multiplicité). Si E est un 
espace de Banach, on a 


(22197 < (S,(u))” 


CoroLLaire 1. — La suite des valeurs propres d'un opérateur de 
Fredholm est de carré sommable. 


Corottaire 2. — Si u est un opérateur de Fredholm de puissance 
2/3 sommable, alors Tr. u= Ÿ 2, (où les z; sont les valeurs propres 
dew). t 


Corozraime 3. — La suite des valeurs propres d’un opérateur de 
Fredholm d'ordre O dans E, rangée par ordre de modules décroissants, 
est à décroissance rapide. 

De plus, on peut montrer que sous les conditions du théorème 8, 
quand E est un espace de Banach, alors la suite des valeurs propres 


ème 


(Pp) : : 
de ueE’@E, en tant que suite non ordonnée de puissance q 
sommable, dépend continiment de u. Cela signifie que si u, —u, 


(Pp) 
dans Ê’@E, alors on peut ranger les valeurs propres de u, en une 
suite A — (A) de telle façon que A —A® dans #. On a un 


[p} 
résultat analogue pour E’@E. 
Par itération de noyaux de Fredholm, on obtient des noyaux 
ayant des « propriétés de décroissance » de plus en plus fortes : 


Tutorime g. — Soit u un noyau de Fredholm composé de n noyaux 
de Fredholm u;, u; étant de puissance pi. sommable (O < p;< 1). 
Alors u est de puissance p.*™* sommable. où 


t/p=(Xt/p;) —(n+ 1)/2. 
(pi) 
Si u¢k’; @ E;,,, où tes E, sont des espaces de Banach, ona 
(S,(ay"”) < TT (S,.(a))"™ 


En tous cas, le composé de n opérateurs de Fredholm, où n > 3, 
est de puissance (2/(n — 1))." sommable. Pour n— 2 ou 3, la 
formule 1/p—=1/p,—(n-+-1)/2 ne donne pas de renseignement, 
mais il semble qu'on doive pouvoir y remplacer n +1 parn— 1 
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Pour plus de détails sur les classes d'opérateurs précédentes, je 
renvoie à PTT, chap. 2, § 1. Signalons seulement qu’on peut mon- 
trer que, à un petit flottement numérique près dans la valeur des 
exposants (flottement qui est dans la nature des choses), le fait pour 
un opérateur d'être de puissance p.‘"® sommable se reconnaît dans 
les propriétés de l'image d'un voisinage convenable de O dans E (la 
boule unité si E est un espace de Banach). Le flottement disparaît 
pour les opérateurs d'ordre O, qui sont exactement caractérisés par 
le fait de transformer un voisinage conyenable de O dans E en une 
partie de F qui est « d'ordre O », PTT, chap. 2,$ 1, n°5. Quand 
F est du type (4). les parties de F d'ordre O sont les parties contenues 
dans l'enveloppe disquée fermée d’une suite « à décroissance rapide » 


dans F. 


La conjonction du th. 1, et du th. 9 donne le. 


THEOREME 10. — Soit E un espace nucléaire. Pour tout ¢ > 0, et 
tout disque équicontinu faiblement fermé A dans EF’, il existe un disque 
équicontinu faiblement fermé B>A tel que l’upplication identique 
de Ey dans Ky soit de puissance <.*™* sommable. 


CoRoOLLAIRE 1. — Soit E un espace nucléaire, F un espace locale- 
ment convexe. Toute application linéaire bornée de E dans F supposé 
quasi complet, toute application linéaire de F dans K’ transformant 
un voisinage convenable de O en une partie équicontinue, est 
d'ordre O. Toute forme bilinéaire continue sur EX F provient d'un 


[0] 
élément de E’ @ F’, (i.e. est un noyau de Fredholm d'ordre O). 


CorozLaire 2. — Soit E un espace nucléaire quasi complet. Tout 
opérateur borné dans E est un opérateur de Fredholm d'ordre O, 
dont le déterminant de Fredholm est donc d’ordre O, et la suite des 
valeurs propres, rangées par ordre de modules décroissants, est a 
décroissance rapide. 

D’autres corollaires sont obtenus en tenant compte des autres 
résultats donnés dans ce n°. Ainsi, si E et F sont deux espaces du 
type (%), E nucléaire, alors tout élément de E& F est de la forme 
YA, ® y où (x;) (resp. (y;) est une suite bornée dans E (resp. F), 
et où (À) est une suite à décroissance rapide. Quand E et F sont du 
type (2F), E nucléaire, on peut seulement supposer que DAFT +00, 
2 >o étant donné à l'avance. De même, le théorème 5 peut se pré- 
ciser de façon analogue. Plus généralement, si E et F sont deux 
espaces localement convexes, FE nucléaire, toute forme bilinéaire 
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continue u sur E X Fest de la forme XA;x, @ y;, où (A,)el®, et où (x;) 
(resp. (y})) est une suite équicontinue dans E’ (resp. F”). Si u varie 
dans un disque équicontinu faiblement fermé M de formes bilinéaires, 
on peut prendre ci-dessus (a;) et (A;) fixes, et y; — 9(u), où les ¢, 
forment une suite équicontinue d'applications linéaires de l'espace 
de Banach engendré par M, dans un espace F5, où B est un disque 
équicontinu faiblement fermé dans F’. Quand F est lui aussi nucléaire 
(il suffit méme que ce soit un espace de Schwartz), on peut aussi 
supposer dans ce qui précède les suites (x;) et (y;) fixes, et A—=(Aj) 
variable avec u, À — ¢(u), où ¢ est une application linéaire continue 
de l'espace de Banach engendré par M dans l'espace /*; on peut 
même supposer que la restriction de u à M muni de la topologie de 
la convergence simple soit continue, ce qui donne alors une autre 
représentation commode des suites équicontinues de formes bili- 
néaires sur E X F, tendant vers O au sens de la convergence simple. 
Signalons enfin que si M est un ensemble d’endomorphismes d’un 
espace nucléaire E, appliquant un voisinage fixe de O en une partie 
bornée fixe de E, alors l'application qui à tout ueM fait correspondre 
la suite non ordonnée de ses valeurs propres, est une application 
continue de M, muni de la convergence simple, dans l’espace des 
suites non ordonnées à décroissance rapide (muni de sa topologie 
métrisable naturelle): cette assertion s’explicite comme l’assertion 
analogue, vue aprés le th. 8. | 


Appgnpice. — Sur les espaces E@F, avec E du type (D%), F du 
type (9) (PTT, Chap. 2, § 4). 

La théorie de la dualité pour les espaces ESF, très simple quand E 
est nucléaire et quand E et F sont tous deux du type (F), ou tous 
deux du type (DF) (voir th. 6) devient plus compliquée dans le cas 
général. On peut montrer, quand E est nucléaire, que le dual 
fort B(E, F) de E&F s’identifie à un sous-espace vectoriel dense 
de ESF", mais avec une topologie à priori moins fine (et parfois 
strictement moins fine) que la topologie induite par ESF’. Quand F 
est réflexif (par exemple) ces topologies coincident; et quand de 
plus E et F sont chacun du type (7) ou (2%), alors B(E, F) est un 
espace (£#) au sens général (limite inductive généralisée d’une suite 
d'espaces du type (7), voir PTT, Introduction, IV). Mais souvent, 
même si E et F sont tous deux nucléaires, E du type (DF) et F du 
type (7), le dual B(E, F) de E@F est distinct de E’@F’, i.e. B(E, F) 
n'est pas complet (à fortiori ESF n’est alors pas bornologique) 
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Par exemple, si E est la somme directe topologique d’une suite de 
droites, la situation désagréable qu'on vient de nommer se présente 
chaque fois que F est un espace () non normable, admettant une 
vraie norme continue. Dans PTT, Chap. 2, $ 4, N°1, Prop. 14, nous 
donnons un cas plus général, impliquant par exemple que pour 
l'espace &’@6==L(6, &) (où 6—6(R"), espace de Schwartz), les 
mémes désagréments ont lieu. D’autres espaces analogues importants, 
tels S'SY—L(S, J) (où Y—I(R") est l’espace des fonctions 
« indéfiniment différentiables à décroissance rapide » sur R") sont au 
contraire bornologiques ; mais on ne discerne pas de critère simple 
permettant de reconnaitre en général si ESF est bornologique ou 
non. Sans supposer E ou F nucléaire, si E est du type (D%), F du 
type (4). on peut sous des hypothèses très suffisantes en pratique, 
affirmer l'équivalence des conditions suivantes : a. E@F est bornolo- 
gique; b. E@F est tonnelé; c. B(E, F) est complet; d. B(E, F) est 
quasi complet (ou seulement.complet pour les suites). Il se trouve 
que les hypothéses de validité de ce théoréme sont vérifiées quand F 
est l’espace « échelonné » construit par le procédé de G. Kéthe à 
partir d’une suite croissante de suites positives b® — (b%) [7]. Quand 
de plus E est le dual d’un espace échelonné nucléaire, plus généra- 
lement, si E est la limite inductive (au sens général) d'une suite 
d'espaces normés a/' (où, pour une suite a” = (a™) donnée, a! 
désigne l’ensemble des suites qui sont produit d'une suite sommable 
par a), alors on peut donner un critère explicite exact pour que E®F 
soit bien bornologique: Pour que E®F soit bornologique, il faut 
et il suffit que pour tout entier n, > o existe un entier n > o tel que, 
pour tout entier m > o et toute suite positive À —(A,)€E’, il existe 
un R> 0, tel que pour tout couple (i, j) d'indices, on ait l’une des 
deux inégalités 
Kav b™ < RL ou Ra 5 > arb 


Cet énoncé est parfaiternent maniable dans tous les cas particuliers, 
malgré son aspect barbare. Dans PTT, chap. 2, § 4, n° 4 j'applique 
ce critère à une classe intéressante d'espaces échelonnés, comprenant 
plusieurs espaces intéressants en analyse. On trouve par exemple 
que si F est l'espace des fonctions holomorphes dans un ouvert U du 
plan complexe, alors F’SF=L/(F, F) est bornologique quand 


. U—C, non bornologique quand U est le cercle unité! 


a md 


La conséquence la plus importante du critère obtenu est que 
l'espace (s’) S(s), ou (s) est l'espace des suites à décroissance rapide, 
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est bornologique. Puisque (s) est isomorphe, par transformation 
d’Hermite, à l’espace S(R") des fonctions « indéfiniment difléren- 
tiables à décroissance rapide » sur R", J’ @ 4 est aussi bornologique. 
On peut par exemple en conclure que les espaces (Oy) et (Oc) de 
L. Schwartz sont bornologiques (PTT, chap. 2, $ 4, n° 4). Ainsi, 
conjuguant avec les résultats du n° 3, on obtient le 


Tuéornime 11. — (O,) et (Og) sont des espaces nucléaires borno- 
logiques et complets, dont les duals sont des espaces (£#) nucléaires. 
bornologiques et complets. 
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LA THEORIE MODERNE DU POTENTIEL * 
par M. BRELOT 


I. — Introduction. 


4. Tout le monde connait dans l’espace à 3 dimensions, les prin- 
cipes d'électrostatique et la formule fondamentale Q— CV. La 
physique élémentaire nous ‘apprend que sur un conducteur une 
charge électrique Q peut être distribuée, d’une manière unique, de 
façon que le potentiel V soit constant sur ce conducteur. Alors pour Q 
variable, Vv reste le méme, dépend seulement du conducteur et 
définit sa capacité. Les physiciens savent de plus que cette distribu- 
tion de Q donne un état d’équilibre et correspond à un minimum 


Pr 2 I r IA | , . 
de l'énergie mn dq. Les mathématiciens négligent le facteur 1/2. 
2 


2. Les idées de Gauss. — Ces notions déjà abordées par Poisson 
se trouvent développées dans une étude théorique de Gauss en 1840 [o|. 
Plus généralement Gauss considère sur une surface conductrice À 
les diverses distributions dq d'une charge Q > 0, le potentiel corres- 
pondant U? et une fonction finie continue f donnée. Il introduit 


l'intégrale { (U1 — 2f) dq mais en fait seulement pour des distribu- 


tions possédant une densité sur la surface ; et il cherche à réaliser un 
minimum. Si f—C", c'est la recherche du minimum de l'énergie 


J Utdg. 


* Ce bref exposé correspond a des conférences plus détaillées dont les plus récentes ont 
été faites en juin-juillet 1953 (Congrès de Ann Arbor et autres Universités des USA) et en 
septembre 1953 (Congrès de Mayence et Oberwolfach). Sur un sujet aussi vaste il ne s’agit 
ici que des grandes lignes et d’une bibliographie sommaire. . 

Les numéros entre crochets renvoient à des notes bibliographiques à la fin de l’article. 
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Gauss considére comme évident que le minimum est alteint pour 
une certaine distribution; il montre que le potentiel correspondant 
est égal à f sur >, à une constante près, qu'un tel potentiel de charges 
ou masses positives de total Q donné est unique, et par suite égale- 
ment toute distribution correspondante et la distribution minimi- 
sante. 

a) Pour f= C", nous obtenons ainsi des masses > o sur », dont 
le potentiel est constant sur >; ainsi est résolu le problème dit pro- 
bléme d’équilibre ; et la solution est unique quand le total des masses 
>o ou quand la valeur constante >o du potentiel sur À sont 
données. 

b) Si festla valeur sur À du potentiel V de certaines masses de signe 
quelconque, situées soit à l'intérieur soit à l'extérieur du conducteur, 
la méthode donne des masses >> o sur Z dont le potentiel est le 
même sur }, à une constante près. En ajoutant ou retranchant des 
masses données par le problème d'équilibre, nous obtenons des 
masses sur À dont le potentiel sur À est exactement V. Ce nouveau 
potentiel sera égal à V à l’extérieur de & si les masses données 
sont intérieures, et à l’intérieur si les masses données sont extérieures. 
. De telles nouvelles masses sont directement fournies en physique 
par le phénomène d'influence électrostatique. 

Cette question importante, soulignée par Gauss, est appelée 
maintenant le problème du balayage. On remarquera qu'une distri- 
bution uniforme de masses sur une sphère autour du conducteur Ÿ 
a un potentiel constant à l'intérieur ; par suite le balayage de ces 
masses pour l'extérieur de Z résout le problème d'équilibre, qui 
apparaît ainsi comme un cas particulier du balayage. 

c) Gauss remarque aussi qu'en se servant encore de la solution 
du problème d'équilibre, on peut trouver pour un f donné, une 
distribution de masses sur À (de signes quelconques) dont le potentiel 
est égal à f sur 2. Ce potentiel résout le problème de Dirichlet pour 
l’intérieur, et aussi pour l'extérieur avec valeur zéro à l'infini. 

Ainsi Gauss a résolu, d'une façon satisfaisante pour son époque, 
à côté de bien d'autres résultats, trois problèmes qui sont encore les 
plus importants en théorie du potentiel : problème d'équilibre, balayage, 
problème de Dirichlet. En outre, la méthode de Gauss reste essentielle 
dans les recherches modernes. 


3. Mais si l’on peut dire que tout est dans l’œuvre de Gauss, il 
apparut bientôt que la rigueur était insuffisante. D’abord Gauss 


ne VE ee 
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admettait que le minimum de l'intégrale est réalisé pour une distri- 
bution de masses; et comme il ne considérait que les distributions 
pourvues de densité, cela ne pouvait étre vrai sans restrictions sur la 
surface. De plus, nous savons aussi maintenant que sans de telles 
restrictions, le problème d'équilibre n'est pas exactement résoluble. 
Pour surmonter ces difficultés et parvenir à des résultats généraux 
il fallut attendre près de cent ans et arriver à la thèse de Frostmann 
(1935) [1]. 

Pendant cette période [2], Dirichlet et Riemann donnèrent leur 
fameux principe pour résoudre le problème de Dirichlet, mais les 
difficultés de rigueur ne furent résolues que par Hilbert vers 1900. 
Rappelons aussi au siècle dernier les travaux de Neumann, Schwarz, 
Harnark et la célèbre méthode du balayage de Poincaré. Vers 1900 
et peu après apparurent la théorie de Fredholm et ses applications 
aux problèmes de Dirichlet et Neumann, les travaux de Zaremba ; 
l'intégrale de Lebesgue s’illustra dans l'étude par Fatou de l'intégrale 
de Poisson (voir [3b]) et G. C. Evans introduisit l'intégrale de Radon 
en théorie du potentiel [3 a]. Il y a 30 ans se fit un vrai renouveau : 
on s’occupa des singularités des fonctions harmoniques [4], Perron 
[5] et Wiener [6] renouvelèrent le problème de Dirichlet qui allait 
beaucoup se développer par la suite, F. Riesz [7] introduisit les 
fonctions sousharmoniques [8] et montra qu'elles sont localement 
des potentiels de masses négatives à une fonction harmonique près. 
Vers 1930, De la Vallée Poussin [9] reprit la méthode du balayage 
pour étudier les masses balayées, négligées par Poincaré. Mais sauf 
pour le problème de Dirichlet dont je parlerai plus loin, la théorie 
moderne du potentiel commence son grand développement avec la 
thèse de Frostman. 


Il. — Théorie moderne du potentiel : 
équilibre, capacité, balayage, convergence. 


4. Première période. La thèse de Frostman. — Nous allons voir 
comment apparaissent dans ce travail la plupart des principes et 
outils modernes. Nous supposerons n > 3 dimensions; il y aurait 
quelque adaptation à faire dans le plan. si 

Comme outils modernes, Frostman utilise, après Evanset F. Riesz, 
l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes-Radon et une notion de convergence 
des mesures introduite par F. Riesz; elle équivaut pour une mesure 
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u, >0o sur un compact, à la condition [du ff du pour toute 
f finie continue. Cette forme de convergence faible est plus connue 
maintenant sous le nom de convergence vague (H. Cartan). D'après 
F. Riesz, de toute suite bornée de u, > o sur un compact, on peut 
extraire une suite vaguement convergente. 

Afin de séparer les difficultés, Frostman étudie d’abord le problème 
d'équilibre pour une frontière un peu régulière. Il montre grâce à 
l'extraction précédente que pour toutes les mesures positives de 
total donné sur la frontière, le minimum de l’énergie est atteint (ce 
qui serait valable par une frontière quelconque); mais pour établir 
l'unicité de la distribution minimisante et voir qu'elle résout le 
problème d'équilibre, il utilise deux principes fondamentaux 
généraux : 

Principe de l'énergie. — L'énergie de masses quelconques (mesure 
de Radon) est >o et nulle seulement s'il n'y a pas de masses 
(mesure identiquement nulle). 


Principe du maximum. — (qu'il donne un peu plus loin sous la 
forme générale suivante) : 

Si un potentiel de masses > o est < k sur le noyau fermé des 
masses, ce potentiel est partout < 4. 

Puis afin de traiter le cas général des frontières quelconques, 
Frostman, qui procède par approximation à partir du cas précédent, 
doit affaiblir le problème d'équilibre, en tolérant des points excep- 
tionnels relativement à la valeur constante du potentiel. Afin de 
préciser la nature d’un tel ensemble de points, il emploie la notion 
générale de capacité introduite par Wiener [6, a] et étudiée par 
De La Vallée Poussin [9] et Evans [to]. 

Si sur un compact, toute mesure > o possède un potentiel non 
borné, cet ensemble est dit de capacité nulle. (Notion dont l'impor- 
tance sous une forme équivalente avait été particulièrement soulignée 
par Bouligand [28}). 

Nous dirons « à peu près partout » dans le sens de « sauf sur un 
ensemble dont tout sous ensemble compact est de capacité nulle ». 
Alors le problème d'équilibre peut se résoudre comme suit: sur un 
compact donné K, non de capacité nulle, il existe une mesure 
unique, de total donné Q © o et telle que le potentiel soit 1) à peu 
près partout sur K, égal à une certaine constante V, 2) partout dans 
l'espace. < V. 


Alors Q/V indépendant de Q est la capacité de K (d'ailleurs 
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introduite autrement par Wiener). Cette x est encore l'unique 
mesure > o de total Q minimisant l'énergie et la capacité est identique 
au diamètre transfini de Fekete-Polya-Szegé [11]. Je ne puis que 
mentionner les développements analogues de Frostman sur le 
balayage, et diverses améliorations de De La Vallée Poussin [12], 
M. Riesz [13), C. Evans [14]. Je soulignerai cependant au sujet du 
balayage que, pour des masses données > o hors d’un compact K, 
de potentiel V, il est préférable de minimiser J(u — 2V)dq sans 


fixer le total des masses positives dq ; la distribution > o minimisante 
fournit directement un potentiel égal à V à peu près partout sur K. 

Laissant de côté aussi l'examen de diverses définitions équivalentes 
de la capacité, je dois indiquer quelques notions connexes introduites 
un peu plus tard [15]. Pour tout ensemble, la capacité intérieure est 
la borne supérieure des capacités des compacts contenus ; la capacité 
extérieure est la borne inférieure des capacités intérieures des ouverts 
contenants. Lorsque les capacités intérieure et extérieure sont égales, 
la valeur commune est dite capacité; c’est le cas des ensembles 
ouverts ou fermés. La capacité n’est pas additive comme une mesure, 
mais seulement convexe. 

Notons maintenant que « à peu près partout » signifie « sauf sur 
un ensemble de capacité intérieure nulle »; si nous remplaçons 
«intérieure » par « extérieure », nous obtenons la notion plus utile 
de « quasi-partout » ; et nous dirons quasi sous ou surharmonique 
pour qualifier une fonction quasi-partout égale à une fonction sous 
ou surharmonique. D'ailleurs dans diverses questions, l'importance 
apparut d’ensembles où quelque potentiel de masses > 0 vaut + 00 
(au moins sur ces ensembles). Ces ensembles que j'ai appelés polaires 
[16] sont justement, comme H. Cartan le montra plus tard [19 c| 
identiques aux ensembles de capacité extérieure nulle. 

Et dans les résultats de Frostman « à peu près partout » peut être 
remplacé par « quasi partout ». 


5. À côté de cette méthode où l’on minimise l'intégrale de Gauss, 
une autre idée permit de retrouver les théorèmes d’existence et 
apporta des résultats d'unicité généraux (Brelot [17]). ‘= 

Soit v un potentiel de masses > 0 dans un domaine borné w. O 
peut voir directement qu il existe un potentiel unique ¥ de masses 
> o sur la frontière tel qu'il soit partout < v et à peu près partout 
égal à v hors w; et il est alors quasi partout égal à v hors w. V est we 
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aussi la plus petite fonction surharmonique égale 4 v quasi-partout 
ou seulement à peu près partout hors w. 

Diverses propriétés de ce genre définissent complétement le 
nouveau potentiel et l'on obtient les masses correspondantes ou 
masses balayées, par le théorème de Riesz sur la représentation 
potentielle des fonctions surharmoniques. Dans cette méthode au 
lieu de travailler sur les mesures avec toutes les ressources de la 
théorie de l'intégrale, on opère sur les potentiels comme fonctions 
surharmoniques et on passe aux masses à la fin. 

La même idée peut être employée pour des masses > 0 données 
sur un compact, et c'est plus simple que pour un ouvert [18]. Soit 
u une telle mesure >> o sur le compact K ; il existe une plus petite 
fonction surharmonique, égale au potentiel donné partout hors K; 
et c'est un potentiel. 

Ainsi apparaissent deux méthodes, l’une minimisant une inté- 
grale, l’autre minimisant un potentiel. 


6. Deuxième période. Lestravaux de H. Cartan. — Cette première 
période de la théorie moderne du potentiel comporte d’autres 
travaux qui vont apparaître comme des précurseurs pour la seconde 
période commençant vers 1940 et caractérisée par les travaux de 
H. Cartan [19]. 

Par exemple Frostman et M. Riesz |13] ont développé une 
théorie du potentiel dans l’espace euclidien mais avec un noyau 
rt (a <2, n >3) au lieu du noyau newtonien r*—". Il était facile 
de voir que bien des points de la théorie générale ne dépendent 
guère de l'espace euclidien, si le principe d'énergie est satisfait ; le 
noyau MP' " peut alors être remplacé par quelque fonction symé- 
trique ¢(M,P) dans certains espaces topologiques généraux; bien 
des développements de ce genre se trouvent dans des périodiques 
japonais [20]. Mais il était difficile de définir des cas généraux où le 
principe d'énergie est vérifié. H. Cartan y réussit dans un groupe 
topologique localement compact avec certains noyaux très généraux, 
dépendant d’un paramètre comme celui de M. Riesz. Mais, ce qui 
était nouveau et très important, H. Cartan étudie alors pour un tel 
noyau fixé l'espace vectoriel des mesures u sur des compacts quel- 


conques et possédant une énergie finie [ U* du. (U* potentiel de 1). 
Avec le produit scalaire Le U* du., ou J Ur du, et la norme-énergie 


Il =\/ f U*du, c'est un espace « préhilbertien ». L'ensemble de 
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tels & > o sur un compact fixé est évidemment convexe, mais aussi 
complet, ce qui est fondamental. 

Soit alors 4, une mesure > o d'énergie finie sur un compact et 
considérons toutes les mesures positives uw sur un compact donné K 


L'intégrale de Gauss J (Ue — 2U*)du. où U remplace la fonction 
de Gauss donnée sur la frontière est égale à 


four Ur) (du. — du) — [ur du. 


Si nous voulons un minimum, nous devons minimiser la première 
intégrale, c'est-à-dire ||u — uw, (|. Or il y a justement une u minimi- 
sante unique grace à la complétion de l’ensemble des u d'après un 
théorème simple et classique de F. Riesz. Le balayage apparaît, dans 
le cas de norme finie, comme une projection dans un espace préhil- 
bertien. 

Mais pour obtenir ensuite, pour le nouveau potentiel, les pro- 
priétés du cas newtonien, il faut supposer vérifié un principe de 
maximum, un peu plus fort que celui de Frostman. 

Dans le cas particulier euclidien avec noyau newtonien, où ce 
principe est vérifié, Cartan peut aller beaucoup plus loin [19 c]. 
Il considère dans tout l'espace les mesures d'énergie finie et leur 
espace préhilbertien correspondant. Parmi ces mesures, les mesures 
positives forment un ensemble complet. 

De là, Cartan déduit une forme définitive du théorème de conver- 
gence pour les fonctions surharmoniques. Il est évident qu'une suite 
croissante de telles fonctions tend vers + oo ou vers une fonction 
surharmonique. Pour une suite décroissante de tels u, >> 0 la limite u 
difière d’une fonction surharmonique sur un ensemble E. On avait 
montré d’abord (Spilzrajn-Rado [8]) que E a une mesure de Lebesgue 
nulle et j’avais pu établir [21] grâce au théorème d'équilibre de 
Frostman, que sa capacité inférieure est nulle. Cartan montre que 
la capacité extérieure est nulle, c’est-à-dire que u est quasi-surhar- 
monique. De plus, au lieu d'une suite considérons une famille 
quelconque de fonctions surharmoniques > 0; l'enveloppe inférieure 
est encore quasi-surharmonique. 

Ce puissant théorème de Cartan est la clef de la théorie du 
potentiel newtonien et j'ai pu aisément alors étendre la théorie du 
balayage, comme méthode minimisante sur les fonctions, à des 
ensembles quelconques et non plus seulement ouverts ou fermés | 22}. 
Peu après, Cartan étudiait directement ce balayage général, sans son 
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théorème de convergence, d'abord pour des mesures d'énergie finie, 
puis dans le cas général grâce à une certaine continuité [19 d]. 

Si l’on veut caractériser cette seconde phase de la théorie moderne 
du potentiel on peut dire que les difficultés sont résolues directement, 
sans approximation, grâce à de nouveaux outils: ce sont des conver- 
gences et topologies sur les ensembles de mesures. Frostman ne 
disposait que de la convergence vague. Avec des espaces de Hilbert 
et l'énergie apparaissent les convergences forte et faible et même en 
plus une certaine convergence « fine ». 


7. Troisième période ; distributions de Schwartz et thèse de Deny. — 
Nous arrivons à une troisième période avec les distributions de 
Schwartz (1945) [23] et la thèse de Deny (1950) [24]. Cartan avait 
remarqué que l’espace préhilbertien des mesures d'énergie finie dans 
le cas newtonien n’est pas complet ; Deny essaya d'interpréter les 
nouveaux éléments donnés par la complétion. Le meilleur moyen 
est dans l'emploi des distributions de Schwartz qui avaient été déjà 
utiles en théorie du potentiel. 

Rappelons qu'une distribution de Schwartz est une fonctionnelle 
linéaire T(¢) sur l’ensemble de toutes les fonctions ¢ de classe C° 
dans l'espace euclidien R”, égales à o hors d'un compact dépendant 
de +. On suppose seulement que T(¢) satisfait à la condition de 
continuité suivante: si +, est nulle hors d’un compact fixe, si &,—0 
uniformément et si chaque dérivée tend vers o uniformément, 
T(?,) doit tendre vers o. 

Le support d'une ¢ est le complémentaire de l’ensemble où to 
On dit que T est nulle dans un ouvert w si T(¢) =o quand le 
support de + est contenu dans w. Le support de T est le complé- 
mentaire du plus grand ouvert où T—o. 

Comme distributions particulières rappelons : 

il) a J¢ dv (dv mesure-volume dans R") où ¢ est localement 
sommable. 

On dit alors que la distribution est la fonction Le 


2° T(¢) al o du où pe est une mesure de Radon. 

On dit que T est la mesure wu. 

Lorsque T(+) > 0 pour toute ¢ > 0, T est une mesure positive 
de Radon. Rappelons aussi quelques définitions : 

1° Dérivée: T, est définie par T,(¢) = — T(¢5). 

2° Produit de composition. Si S, T sont deux distributions (dans 


rs 
$ 
{ 

4 
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le méme espace) dont l'une au moins est de support compact, on 
pose : 


(S«T)(g)=S8, 


T(g(u—v))] égala = T,(S,(¢(u-++v))). 


La dérivation apparait comme un produit de composition : si € est la 
« distribution de Dirac » c'est-à-dire la mesure définie par la masse 
+ 1 à l'origine, ot — Ts BSS 

dr, da; 

Toute fonction localement sommable considérée comme une dis- 
tribution (donc définie seulement à un changement près sur un 
ensemble de mesure nulle) possède une dérivée qui est une distri- 
bution et le produit de composition est un outil très commode. Aussi 
les distributions permettent souvent de faire pour des fonctions non 
dérivables le même calcul formel que pour les fonctions différen- 
tiables en évitant ainsi des approximations. 

En théorie du potentiel, considérons d’abord l'équation de Laplace 
Au — o au sens des distributions. Les solutions sont seulement les 
fonctions harmoniques dans tout l’espace mais on peut donner aussi 
une interprétation locale : si T satisfait à l'équation dans un ouvert, 


7 


il existe une fonction harmonique À dans w telle que T(z) = [he dv 

pour toute ¢ dont le support est dans w. f 
Remarquons maintenant essentiellement que le potentiel newto- 

nien classique de masses avec densité f (localement sommable et 


nulle hors d’un compact) est le produit de composition ni f au sens 
r 


classique ordinaire. On pourrait faire une remarque analogue avec 
une mesure au lieu d'une densité. 
Alors Schwartz définit le potentiel newtonien (dans R’ par exemple) 
de toute distribution T & support compact comme la distribution 
I 


UT——,T et il est aisé de voir que AU* = — Az. T. De plus la 
r 


condition (sur les distributions) Au >o c’est-à-dire (Au)(9) >0 
pour & >> o, exprime que u est une fonction presque sousharmonique 
(c'est-à-dire sousharmonique à un changement près sur un ensemble 
de mesure nulle) et l’on peut donner encore une interprétation 
locale. Enfin le raisonnement élémentaire donnant la décomposition 
de Riesz pour des fonctions à dérivées secondes continues s'applique 
avec les distributions pour traiter le cas général. 


8. À côté de l'introdnetion du produit de composition, une aulre 
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idée nouvelle en théorie ancienne est l'expression suivante de 
l'énergie, qui est la base de la thèse de Deny. 

Considérons le potentiel newtonien classique V de masses pourvues 
d'une densité f(M), nulle hors d'un compact et par exemple de 


GP 
classe C”. L'énergie | Vf de est égale à [Sa à un facteur 


constant près, où G est la transformée de Fourier de f, et 1/r° 
d'ailleurs la transformée de Fourier de 1/r. 

Deny obtient une telle forme de l'énergie pour une classe géné- 
rale de distributions (au lieu de masses avec densité ou même de 
mesures) et pour des noyaux plus généraux que le noyau newtonien 
1/r, mais tout cela dans l’espace euclidien. Précisons. Introduisons 
les distributions « tempérées » de Schwartz. Elles satisfont à une 
condition de continuité plus forte. Considérons une suite quelconque 
¢, de nos , mais sans compact fixé contenant les supports, avec les 
conditions, 


Pn 
toute it X tout polynôme fixé — o uniformément (n— ©). 


fixée 


La nouvelle condition de continuité est T(¢,) > o. 

On peut alors aisément, par un passage à la limite, définir T()) 
pour des | plus générales que nos ¢. Au lieu d’être nulles hors d’un 
compact, ces Ÿ satisfont à 


toute je fxbot tout polynôme fixé > o (OM — o). 


Alors la transformation de Fourier v(y)— | u(x)e~***-’ dx pour 


les fonctions dans l’espace euclidien ne présente pas de difficultés 
pour ces fonctions . Et la définition de la transformation de Fourier 
pour des distributions tempérées U est donnée comme suit : la 
distribution transformée est la distribution tempérée V telle que 
V(p) = U(y,) où , est la transformée de Fourier de 4. 

Alors Deny introduit des noyaux N, qui sont certaines distri- 
butions tempérées dont chacune admet comme transformée de 
Fourier une fonction 1% ; et il se sert de toutes les distributions tem- 
pérées T dont les transformées sont des fonctions notées ©. 

Le potentiel d’une telle distribution T pour un noyau N est par 


définition la distribution N*T et son énergie [ o|G dv. L'espace 
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vectoriel des distributions T d'énergie finie est alors pourvu d'un 


produit scalaire | 100, ©, dv et de la norme \/ [ WGP dv. 

Mais cet espace est maintenant complet ; cest un espace de 
Hilbert. Deny étudie essentiellement ces potentiels généraux d'énergie 
finie et fait des extensions de la théorie de Cartan. Il étudie surtout 
le noyau quand c’est une mesure positive parce que le potentiel est 
alors une fonction. 


Le cas newtonien est approfondi et je souligne que les potentiels 

I c 3 ’ 

correspondants —.«T sont justement les fonctions de Beppo Levi- 
tig 


Nikodym, à une constante additive près, ce qui fournit de nouvelles 
propriétés de ces fonctions. 

Deny donne enfin une interprétation de ces potentiels newtoniens 
qui ne sont pas potentiels d’une mesure; ce sont toutes les autres 
limites de tels potentiels, selon la norme-énergie; ils généralisent 
les doublets de la théorie classiquedu magnétisme ainsi intégrée en 
théorie du potentiel. 

Résumons sans plus de détails cette nouvelle étape de la théorie 
du potentiel: nous sommes dans l’espace euclidien mais nous 
utilisons des distributions de Schwartz au lieu de mesures; les 
potentiels sont des distributions définies comme produit de compo- 
sition, avec des noyaux qui peuvent étre des distributions ; mais l’on 
n’étudie que le cas d’énergie finie, et l'on se sert essentiellement de 
la transformation de Fourier-Schwartz. 


9. Dans les travaux ultérieurs de Cartan et Deny [25], on 
n’utilise plus de distributions de Schwartz mais seulement des 
mesures. Un potentiel est le produit de composition d’une mesure 
fixe (le noyau) et d’une mesure variable, dans l’espace euclidien. 
Dans le cas d'énergie finie, où le potentiel est alors une fonction, 
on cherche si l'équilibre ou le balayage sur un compact sont possibles 
pour un noyau donné. Un critère est la validité du principe de 
maximum de Cartan. On recherche des classes de noyaux qui y 
satisfont. 

40. Quatrième période. — Les derniers travaux de Deny [26] 
marquent le début d'une nouvelle phase. Plus de distributions et 
plus d'énergie. Le potentiel est un produit de composition de deux 
mesures dans un groupe topologique abélien localement compact. _ 
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Laissant de côté la norme-énergie de Cartan, nous revenons au fond 
à la seconde idée directrice où les potentiels étaient directement 
étudiés et minimisés, mais au lieu de fonctions ce sont maintenant 
des mesures. De cette étude qui ne suppose rien de connu dans 
l'énorme bibliographie antérieure, extrayons le nouvel aspect du 
problème du balayage : 

Soit N une certaine mesure positive fixée dite noyau. Pour toute 
mesure positive ude support compact et tout ouvert borné w, on 
cherche s’il existe une mesure positive w’ sur l’adhérence w telle 
que 


N+xu <N+u (inégalité entre mesures dans tout l'espace) 
Nxu—N:u dans w. 


Deny indique des classes générales de noyaux pour lesquels le 
problème est résoluble, sans s’occuper de l’unicité. 

Pour cela, il introduit d’ailleurs des familles générales de mesures & 
généralisant la distribution uniforme élémentaire de masses sur les 
surfaces sphériques. Une mesure réelle U est dite surharmonique 
si U+6< U pour tout 5. 

Et Deny donne un théorème de décomposition analogue à celui 
de F. Riesz pour les fonctions surharmoniques. 

Je résume : le mot potentiel a en fait disparu; la théorie du 
potentiel est devenue un chapitre de l’étude des produits de compo- 
sition de mesures. 


44. La capacité selon Choquet. — A tous ces travaux il faut 
adjoindre l'ébauche d’une théorie considérable de Choquet, publiée 
dans de courtes notes de résultats [27]. 

J'ai souligné dans le cas newtonien la différence entre les capacités 
intérieure et extérieure et le progrès décisif du passage del’ « à peu 
près partout » au « quasi-partout ». La différence était grande 
parce que nous ne savions pas si pour les ensembles boréliens, les 
deux capacités sont égales. 

Or, il y a quelques années Choquet réussit à démontrer cette 
égalité, même pour les ensembles analytiques. 


Choquet remarque d'abord que la capacité newtonienne d’un 


compact K est une fonctionnelle f(K), croissante, continue à droite, 
et « fortement convexe » c'est-à-dire telle que 


Ju Ky) +-f(K, n K:) </(K;) +-/(K,). 


re 
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Introduisons pour des compacts X, A,, A, ... A 


n°? 


A,X A,)=/f(X u A,) —f(X) 

DSL AA ( Xu Ay Aj)—A,(X, A) 

AA AN USA) — 4, (X, A...) 
Remarquons que la condition de croissance peut s’écrire: A, >0 

et celle de convexité forte : Ne 0: 

Or pour notre capacité newtonienne, les A, sont fous alternati- 
vement >o et <o. 

Choquet développe alors une vaste théorie des fonctionnelles de 
compacts en espace topologique séparé, lorsqu'elles sont supposées 
croissantes, continues à droite et satisfont à des conditions sur les A,. 
en particulier celle du signe indéfiniment alterné. Il y a dans ce cas 
une grande analogie avec les fonctions complètement monotones et 
des applications au calcul des probabilités. De plus, les capacités 
généralisées intérieure et extéricure déduites de notre f(K) sont alors 
égales pour les images continues de tout ensemble K-borélien (défini 
par intersection et réunion dénombrable à partir des compacts). 


III. — Questions connexes sur les fonctions harmoniques. 
Problème et principe de Dirichlet. 


42. Le problème de Dirichlet [28]. — Mais on fait d'ordinaire 
entrer dans la théorie du potentiel d’autres questions importantes 
d'ailleurs étroitement liées aux précédentes et qui restent à examiner. 
La théorie des fonctions harmoniques a été étudiée en détail dans le 
cercle il y a quelques dizaines d'années (voir [3b]) et cela suggère 
pour des domaines quelconques bien des recherches encore en cours. 

Parlons d’abord du renouveau du problème de Dirichlet. On sait 
que les diverses solutions du siècle dernier n’épuisaient pas un sujet 
qui restait l’objet de la 20° question de Hilbert au Congrès de 1900. 
On faisait sur la frontière des restrictions dont Zaremba et Lebesgue 
montrèrent la nécessité vers 1910-1913. C’est seulement en 1925 
que Wiener [6] introduisit nettement dans le cas général d'une 
donnée finie continue sur une frontière quelconque une « solution 
généralisée » égale à la solution classique quand celle-ci existe, et 


qu'on étudie à la frontière. 
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Utilisant une méthode de Perron [5], il en donna ensuite une 
définition équivalente conduisant à l'exposé moderne que voici : 

Soit Q un domaine borné euclidien, f une fonction réelle sur la 
frontière. Nous considérons dans () les fonctions égales à — o ou 
sousharmoniques mais chacune bornée supérieurement, avec la 
condition frontière que la plus grande limite en tout point-frontière P 
est <f(P). Alors l'enveloppe supérieure H, est — co, +-% ou 
harmonique. pe 

On définit de manière analogue H, d'ailleurs égale à —HQ_;,. Si f 
est finie continue. on a l'égalité de Wiener H,— H, et la valeur 
commune H,(M) est pour chaque M, une fonctionnelle de f qui 
définit une mesure de Radon u™ sur la frontière. C'est la mesure 
harmonique. d’ailleurs obtenue aussi par balayage de Q contenant la 
masse 1 en M (De La Vallée Poussin) ce qui s'exprime encore de la 
façon suivante : 

Introduisons la fonction de Green G,(M), qui est la plus petite 
fonction surharmonique >> o dans {) dont les masses associées se 
réduisent à <p (masse 1 en P) (et d’ailleurs symétrique en M et P 
dans (2). Son prolongement par o est « quasi sousharmonique » 
hors P et les masses associées sont celles du balayage de ¢, c’est-a- 
dire la mesure harmonique en P. 

Maintenant pour tout f, H, et H}, ne sont égales et finies que si f 
est sommable relativement à la mesure harmonique (ce qui ne dépend 
pas de M). Et la valeur commune H,(M) vaut | fau. En démontrant 
ce « théorème de résolutivité » en 1939 [29], j utilisais certains 
résultats de la théorie moderne du potentiel, mais J'ai pu récemment 
[30] faire un raisonnement très simple qui n'utilise plus l'allure 
des H,H, à la frontière mais seulement des propriétés élémentaires 
des fonctions sousharmoniques et de l’intégrale de Poisson. 

Quant à l'étude de H, à la frontière, elle demande l'appui de la 
théorie du potentiel qui permet maintenant de traiter aisément cette 
question d'abord difficile. On peut définir les points réguliers de la 
frontière par la condition que H,, pour toute f finie continue, 
tende vers f(P) en un tel point P. Et alors pour f quelconque 
bornée supérieurement, lim sup H,< lim sup /(Q). 

_M>P QEG, Q>P 
Il avait fallu presque dix ans pour arriver au résultat capital 


(Kellog-Evans, 1933 [31]) que les points irréguliers forment un 
ensemble polaire. | 
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Or disons qu'un ensemble E est effilé en O (Brelot [15]) s'il 
existe une fonction sousharmonique dont la plus grande limite en 
O prise sur E hors O est plus petite que la valeur en O. Le grand 
théorème de convergence de Cartan montre [32] que les points d'un 
ensemble où il est effilé forment un ensemble polaire; c'est juste- 
ment le cas des points irréguliers dont la définition équivaut a 
leffilement du complémentaire de ( et dont l'étude fort développée 
[33] et dominée par le critère de Lebesgue-Bouligand et le célèbre 
critère de Wiener [6 6], rentre donc dans la théorie de l’effilement 
[15, 22, 32] qui en est issue. 

Soulignons que les complémentaires, augmentés du point O, des 
ensembles effilés en O constituent pour tout O les voisinages dans 
la topologie la moins fine rendant continues les fonctions soushar- 
moniques. Cette topologie « fine » de H. Cartan permet d’exprimer 
commodément d'importants résultats sur l'allure à la frontière de H, 
et en général des fonctions harmoniques ou sousharmoniques [34]. 

Enfin, une étude approfondie des fonctions sousharmoniques au 
voisinage du point à l'infini de R" [35], ce qui n'est pas trivial si 
n> 3, permet, en leur donnant une valeur en ce point, de conser- 
ver les propriétés essentielles et définitions antérieures dans tout 
domaine de l'espace R" rendu compact par adjonction de ce point à 
l'infini. Le problème de Dirichlet se traite de même pour un tel 
domaine (} pourvu que le complémentaire soit non polaire. On a 


aussi étudié dans R" un problème un peu analogue pour compacts, 
qui est lié à l'approximation par des fonctions harmoniques d'une 
fonction finie continue sur la frontière d'un compact (voir [17b, 


18, 36]). 


13. Surfaces de Riemann et espaces &. Espaces de Green. — La 
nature locale de la plupart des difficultés devait amener des recherches 
d'extension pour des variétés plus générales. On a beaucoup étudié 
ces dernières années la théorie du potentiel sur les surfaces de 
Riemann [37] et envisagé un peu des variétés analogues à 3 dimen- 
sions [38]. Ces cas sont inclus dans les espaces & récemment intro- 
duits [30] comme suit : espaces topologiques séparés connexes tels 
qu'à chaque point P sont associés un voisinage ouvert T, et un 


. Pt LA oP. 4 
homéomorphisme de U, sur un ouvert de R° (7 fixé) avec la propnite 
suivante : si ‘Uy, n Up, est non vide, la correspondance en évidence de 


ses deux images dans R* est supposée isométrique ou bien encore 
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dans le cas t=: 2 seulement conforme. Cette correspondance peut 
d’ailleurs étre directe ou inverse. 

Un tel espace & est métrisable et réunion dénombrable de compacts. 
Dans le cas de structure conforme, on peut choisir une métrique 
engendrée par un ds* qui est localement le ds* cuclidien à un facteur 
près de classe C”. 

Les « points à l'infini » (c'est-à-dire d'image venant au point à 
l'infini de R°) sont dénombrables. On les évite dans le cas de struc- 
ture conforme. 

Lorsqu'il existe une fonction surharmonique > o non constante, 
il y a en particulier une fonction de Green définie encore comme 
plus haut et l’espace est dit espace de Green. Tout domaine de & 
constituant seul un espace de Green est dit domaine de Green. 


14. Extension du probléme de Dirichlet. Axiomatique. Cas parti- 
culiers [30]. — Dans un domaine de Green () d’un espace & on 
élend d’abord la théorie de plus haut comme suit: on introduit un 
espace 6’, identique à & si & est compact, sinon déduit de & par 
adjonction d’un point d’Alexandroff. 

Avec la topologie de &’ on peut alors pour { et sa frontière adapter 
la théorie. C'est le problème de Dirichlet « ordinaire ». 

Mais les conditions-frontière n'en sont pas assez raffinées. Aussi 
en espace euclidien Perkins[3g] et De la Vallée Poussin [12]avaient 
introduit des conditions correspondant a des limites le long de lignes 
aboutissant aux points-frontiére accessibles et groupées en classes 
d'équivalence. Les problèmes correspondants et d'autres analogues 
plus ou moins développés ont conduit récemment à l'axiomatique que 
voici [30]. 

On choisit dans un espace de Green & une structure uniforme 
(compatible avec la topologie) dont la complétion donne l’espace e 


et la frontière 6 — &. On suppose dans & l'existence de filtres : 
convergeant vers des points-frontiére et satisfaisant aux deux axiomes : 

A. (principe de maximum). Si wu sousharmonique bornée supé- 
rieurement admet une lim. sup < o selon chaque 5, alors u<o. 

B. (condition locale inspirée de la « barrière » de Lebesgue). 
Pour chaque #, il existe un voisinage ouvert du point de convergence 
Q, soit wo, tel que sur wen & une fonction surharmonique v > 0 
tende vers o selon % et admette une borne inférieure =. 0 hors de 
lout voisinage de Q. : 


= 
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Cela suffit pour l'adaptation de la théorie « ordinaire », avec une 
mesure harmonique généralisée et un théorème de résolutivité. 

On peut comparer les mesures harmoniques relatives à deux 
espaces & dérivant d'un même & pourvu de deux structures compa- 
rables. 

Cas particuliers. — Reprenons 6, &’ et un domaine de Green () 
dans 6. En prenant dans (2 la structure uniforme du compact £’ on 
retrouve le problème ordinaire. Prenons-y la métrique de Whyburn- 
Mazurkiewicz dérivant d'une métrique compatible avec cette struc- 
ture de &’ : la distance de M,M, y est la borne inférieure des diamètres 
des arcs joignant M,M, sur (). On obtient ainsi le problème dit « rami- 
fié » contenant les recherches de Perkins-De la Vallée Poussin. En 
remplaçant le diamètre par la longueur de l'arc calculée au moyen du 
ds* local (dans le cas d’un ( dont l’adhérence est compacte et ne 
possède pas de points à l'infini), on obtient le problème « géodé- 
sique ». 

Dans le cas d’un domaine plan simplement connexe, les mesures 
harmoniques ramifiée et géodésique coïncident à peu près avec la 
« mesure conforme » [34 a]. 


45. Fonctions harmoniques positives et topologie de Martin. — 
On sait depuis longtemps (Voir [3 b]) que les fonctions harmo- 
niques positives dans le cercle sont représentéees par l'intégrale de 
Poisson-Stieltjes. Afin d’en faire une extension à tout domaine borné 
euclidien, et ce sera la même théorie pour un espace de Green Q2, 
R. S. Martin introduisit il y a une douzaine d'années [4o] une 
nouvelle frontière qui forme avec Q un compact, de telle sorte que 
toute fonction harmonique positive s'exprime u(P) = ¥ K(M, P) du”; 
x est une mesure de Radon > o sur la nouvelle frontière, K(M, P) 
un noyau indépendant de u, généralisant le noyau de Poisson, avec 
K(M, P,)— 1. Cette représentation est unique si y. ne charge que 
l'ensemble de la frontière de Martin pour lequel les K(M, P) sont 
les éléments extrémaux de l’ensemble des fonctions harmoniques 
positives égales à 1 en P, fixé. Il serait intéressant de développer 
davantage la théorie des points extrémaux pour éviter les difficultés — 
techniques de Martin. = 

La théorie de Martin a eu quelques applications, comme une forme 
générale du principe des singularités positives de Bouligand [41]. 
Elle est sans doute liée étroitement à la théorie qui suit: 
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46. Les lignes de Green. — L'importance des limites radiales 
dans la théorie des fonctions harmoniques, sousharmoniques, holo- 
morphes dans le cercle et la transposition dans un domaine simple- 
ment connexe ([3 4], [12 c]) attirait l’attention sur le cas général des 
trajectoires orthogonales des lignes ou surfaces de niveau de la fonc- 
tion de Green (appelées sphères de Green 2} définies par Gy = A) [30]. 
Prenons un espace de Green & et fixons le pôle P de la fonction de 
Green. Appelons lignes de Green les arcs maximaux de telles tra- 
jectoires. D'abord au voisinage de pôle P, (parexemple non à l'infini), 
les lignes convergent vers P pour G— o et admettent une tangente 
en P. Pour toute direction issue de P, il y a une seule ligne qui lui 
est tangente. Si l'on considère une petite 4}, il y a un homéomor- 
phisme par les lignes de Green entre les points de YA et les directions 
issues de P. On choisit sur l’ensemble £ des lignes issues de P une 
topologie définie par la topologie sur une petite Z}. De plus, on y 
définit une mesure par la mesure angulaire des tangentes en P 
(réduite à 1 pour le total); c'est aussi la mesure harmonique en P 
de l’ensemble correspondant sur un X} (relativement au domaine D}. 
G >A), ou encore le flux, à un facteur près, du faisceau de lignes ; 
on l'appelle mesure de Green notée dq. 

Etudions les lignes issues de P et coupant un 4 quelconque donné. 
Elles forment sur { un ouvert et correspondent aux traces sur }À 
dans un homéomorphisme égalisant la mesure de Green et la mesure 
harmonique relative au domaine D} dans &. Mais presque toutes les 
lignes issues de P coupent X}, Appelons régulières les lignes sur 
lesquelles la borne inférieure de G, est nulle. Alors presque toutes 
les lignes issues de P sont régulières. 

On peut attribuer aux lignes une longueur généralisée et voir que 
presque toutes sont de longueur finie. D’ou des propriétés de conver- 
gence. Lorsque les lignes régulières convergent presque toutes dans un 


espace 6, la mesure harmonique peut se comparer à la mesure de 
Green qui apparaît comme un outil plus puissant dans les appli- 
cations. 


17. Radiale et principe de maximum [42]. — D'importantes 
applications utilisent la notion de radiale. Soit v une fonction 
borélienne dans &, v,(/) sa valeur sur la ligne régulière / au point 
ou = A, 


Si CURE ¢(l)\dg > 0 pour À— 0, ¢(/) est dite radiale de v. 


CSS 
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Si f [w(D — o(l)|*dg—o, ¢ est dite majorante radiale (on sup- 
pose + finie presque partout -dg) 

Alors : soit u sousharmonique; on la suppose bornée supérieu- 
rement ou bien possédant une intégrale de Dirichlet finie ; alors si o 
est majorante radiale, u< 0. 

Un énoncé réduit plus simple est que si u sousharmonique bornée 
supérieurement admet le long de presque toutes les lignes réguliéres 
une lim sup < 0, alors u< 0. 

Cela suggère de poser un problème de Dirichlet où les conditions- 
frontières s’exprimeraient au moyen de limites le long des lignes 
de Green, même seulement en moyenne. On peut encore comparer 
les enveloppes mais celles-ci ne coïncident pas dans des cas simples ; 
on le voit sur des exemples faciles à former avec une surface de 
Riemann possédant une fonction de Green mais où toute fonction 
harmonique bornée est constante (pour une telle surface voir [43]). 


48. Le principe de Dirichlet. — Une des applications les plus 
importantes des lignes de Green concerne une nouvelle manière bien 
plus générale de formuler le principe de Dirichlet qui était resté 
presque au méme stade depuis longtemps [44]. Appelons norme||f|| 
d'une fonction f la racine carrée de son intégrale de Dirichlet. On 
sait depuis trés longtemps que pour un domaine euclidien borné () 
de frontière assez régulière et une fonction f assez régulière sur 
cette frontière, il y a parmiles fonctions finies continues dans (), conti- 
niment différentiable dans Q et de norme finie, une et une seule de 
norme minima, prenant les valeurs de f à la frontière. C'est la solu- 
tion du problème de Dirichlet pour la donnée f et c'est aussi la seule 
fonction harmonique (a une constante près) de norme finie, qui 
minimise ||u — F||, où F est un prolongement assez régulier de f. 

Zaremba, Nikodym |45] séparèrent cette recherche du minimum 
de [lu —F|| pour des fonctions F plus générales. Récemment 
Bochner [46] alla plus loin dans le cas particulier d'un domaine 
euclidien @ borné limité par quelques sphères. Il montre que pour 
toute fonction F dans (), continiment différentiable par morceaux 
et de norme finie (sans restriction à la frontière), il y a pour chaque 
sphère limitante une fonction-limite en moyenne quadratique, 
calculée au moyen de sphères concentriques voisines. Parmi les fonc- 
tions analogues à F, la fonction harmonique minimisant [lu — F|| 
est la seule qui a les mêmes fonctions-limites et la plus petite norme. 
C'est cela qui m'a conduit à l'idée de fonction radiale. Nous allons 
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adapter l'idée de Bochner dans le cas général, en remplaçant les 
sphères concentriques par des sphères de Green, et la moyenne 
quadratique par une moyenne simple [42 a]. 

Nous prenons naturellement un espace de Green () et des fonctions 
sur ( meilleures que celles précédemment utilisées ; dans sa thèse 
Deny [24 a] étudie des fonctions plus précises que les fonctions (BL) 
de Beppo Levi-Nikodym et qu'on peut définir directement comme 
suit: ce sont des fonctions définies et finies quasi partout (hors des 
points à l'infini), limites quasi-partout, et aussi selon la norme 
d’une suite u, de fonctions continûment différentiables (ou même de 
classe C*), de norme finie. Ces fonctions que j'appelerai (BLD) 
forment, lorsqu’on les considère à un facteur près et qu'on introduit 
un produit scalaire { (grad 6,, grad ©.) dv un espace de Hilbert. Elles 
admettent une radiale pour tout pôle. Alors on montre d’abord, 
comme avant, que pour une fonction ¢(BLD), il existe une fonction 
harmonique de norme finie, unique a une constante prés, qui mini- 
mise ||u— ||. Considérons un domaine {}, relativement compact 
tendant en croissant vers Q, ou bien les domaines D}(A— 0) et les 
données-frontières égales à ¢, La solution du problème de Dirichlet 
correspondant existe et a une limite U; et cette limite est la fonction 
minimisante qui précède. C'est aussi la seule fonction (BLD) de 
méme radiale que ¢ et qui soit harmonique ou bien de norme minima. 

Ainsi toute fonction (BLD) est décomposée de fagon unique en 
une (BLD) de radiale nulle, et une (BLD) harmonique (donc de 
même radiale). Ces deux types de fonctions forment d’ailleurs deux 
sous-espaces fermés orthogonaux complémentaires, et le premier est 
aussi celui des fonctions, limites quasi-partout et en norme, des (BLD) 
nulles hors d'un compact. 

On retrouve ainsi une décomposition obtenue par Deny [24 a] 
dans R" avec l’aide des distributions de Schwartz et sans l'interpré- 
tation de la radiale nulle. 

Signalons enfin la possibilité de développements analogues en 
remplaçant les sphères de Green par les surfaces de niveau de fonc- 
tions harmoniques plus générales. 


19. Conclusion. — J'ai laissé de côté sur les sujets précédents bien 
des travaux non sans importance, mais il resterait surtout à exami- 
ner sur les fonctions harmoniques d’autres questions un peu en 
marge de ce qu'on appelle la théorie du potentiel, comme les surfaces 
minima {44}, les systèmes orthogonaux de fonctions harmoniques 


Ce 
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et le noyau résultant associé de Bergmann étroitement lié aux fonc- 
tions de Green et Neumann [47]. Je me contenterai d’ajouter quel- 
ques mots sur les applications et la portée des théories examinées 
plus haut. C'est l'étude des modules des fonctions holomorphes f(z) 
quia fait isoler par F. Riesz [7 a] la notion de fonction sousharmo- 
nique dont |f(z)| est un cas particulier. En retour, la théorie du 
potentiel est aujourd’hui constamment utilisée pour les fonctions 
d'une [48] ou de plusieurs variables complexes [49], et pour appro- 
fondir la classification des surfaces de Riemann [37]. De même si, 
comme on l'a vu, la théorie du potentiel doit beaucoup aux idées 
modernes, il faut savoir que c’est à l'occasion d'un critère de poly- 
harmonicité [50] qu'a pris naissance la théorie des distributions de 
Schwartz. On a vu aussi un échange analogue à propos des recherches 
de Choquet sur les fonctions croissantes d'ensemble et il faut encore 
signaler l'influence sur la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles du type elliptique [5r] et les liens divers avec la théorie des 
probabilités [52]. Enfin, si je n’ai guère examiné que les grandes vues 
théoriques, il faut mentionner des efforts de calcul numérique et 
surtout les nombreuses inégalités sur la capacité comparée à d’autres 
paramètres géométriques, obtenues par des voies souvent élémentaires 
mais ingénieuses, et récemment groupées dans un ouvrage (Polya- 
Szégo [53)]). 

Ainsine se ralentit pas la fécondité d’une théorie qui, aprés avoir 
compté tant de noms illustres reste un centre dans l'analyse 
contemporaine. 
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Taurz. a) Zur Theorie der elliptischen Differentialgleichungen (Math. © 
Ann., 118, 1942, pp. 733-770). 
b) Zur Theorie der ersten Randwertaufgabe (Math. Nach., 2, 1949, 
pp. 279-303). 

[52] Outre les travaux en cours de Choquet voir un point de départ important 
dans un article de Courant, Friedrichs, Lewy (Math. Ann., 100, 1928, 
spécial., p. 42) ,des articles de Kakutani et collaborateurs dans les Proc. 
Tokyo 21 (1945), les Acta Szeged (t. 12 B, 1950, pp. 75-81) et surtout : 

Kaxutant, Two dimensional brownian motion and harmonic functions 
(Proc. Imp. Ac. Tokyo, 20, 1944, pp. 706-714). 

[53] Porxa-Szkcô. Isoperimetric inequalities in mathematical physics (Annals 

of Math. Studies, n° 27, Princeton, 1951). 


(Parvenu aux Annales le 18 octobre 1953.) 
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ADDITIONS A LA « NOTE SUR LES SOLUTIONS APPROCHEES 
DU PROBLÈME DES SILLAGES » (') 


par Julien KRAVTCHENKO 


§ 1. — Dans la note précitée, j'ai utilisé les formules résolutives 
du problème indéterminé, symétrique des sillages en fluide indéfini, 
données récemment par M. Rapoport. Je voudrais ici comparer 
rapidement les résultats de cet auteur à la solution classique de 
Lévi-Civita, que je commence par rappeler. 


§ 2. — Soit I’. le second quadrant X<o, Ÿ 20 du cercle 
unitaire |Z|— 1 du plan de la variable complexe Z—=X-+1Y. La 
correspondance : 


et son inverse : 
(1) Z=Vt—1-—Vve 
(ou Vt et VT— 1 sont positifs pour Z réel et négatif) transforme L’ 


en le demi-plan n > 0 du plan C=§+ %. 
Soient alors n + 1 constantes réelles arbitraires : 


ane (pois n); 
posons : 
r, ; RL = sf Fes 
(2) w(L)=0-+ miles TZ + L %0.12? | 


(4) Gf. Annales de L'Institut Fourier, t. NI, 1951, pp. 287-299. Dans la suite, les 
références à cet article seront notées kh. 


142 JULIEN KRAVTCHENKO 
le logarithme se réduisant à zéro pour Z=o. On a: 
(X+io)=0, —1<X<o; o+iY)—o pour EN 


Soient : C une constante réelle positive, z(Z), la fonction holo- 
morphe dans [’, nulle pour Z—=i, telle que 


: de (Z) _ 
(3) dz(Z) 
2z(Z) définit alors la moitié supérieure de l'écoulement avec sillage, 


symétrique par rapport à l'axe réel du plan z. C’est la solution de 
Levi-Civita. 


Ce . 


§ 3. — Remplacons alors, dans (2) et (3), Z par sa valeur (1): 
il vient : 
(4) Te Gs elVcP@—Ve—140)] 
dz VWC—1+i 


ou P et Q sont des polynômes de degré n, à coefficients réels. On 
retrouve ainsi la forme de la solution donnée par M. Rapoport 


(Cf. K., p. 289). 


§ 4. — Toutefois, la détermination des coefficients des polynômes 
P et Q de la formule (4) en fonction des &,,,, de (2) exige des 
calculs relativement compliqués. Au contraire, M. Rapoport choisit 
arbitrairement l'un de ces polynômes, les coefficients de l’autre 
étant alors calculables au moyen de formules assez simples. C'est sur 
ce point, sans importance au point de vue théorique, mais qui 
semble capital au point de vue des applications numériques, que 
cet auteur paraît avoir apporté un élément nouveau. 


525, Dés lors, la question se pose de savoir : quelle est la 
forme de la solution indéterminée la mieux adaptée au calcul 
approché des problèmes déterminés. C’est au spécialiste des calculs 
numériques à répondre. Mais, à première vue, il semblerait que la 
forme de M. Rapoport offre de réels avantages. 


§ 6. — Observons que rien n'empêche de supposer n= + dans 
(2) : il suffit, par exemple, que la série du second membre ait un 


rayon de convergence supérieur à 1. Tl est, de même, possible 
d'étendre les formules (4) au cas où P et Q scraient des séries 
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entières. On voit donc que la solution de Levi-Civita est théori- 
quement beaucoup plus maniable que celle de M. Rapoport, mais 
ce point est, évidemment, sans importance pour les applications 
numériques courantes. 


$S 7. — Lors de la publication de K, j'ignorais une série de 
travaux en langue allemande, consacrés à la solution du problème 
symétrique, déterminé du sillage à partir des formules (2) et (3) de 
Levi-Civita. On en trouvera la liste dans la thèse, en cours de 
publication, de M. Richard Eppler (*), ainsi que plusieurs exemples 
de calcul des solutions déterminées d’un grand intérêt. Je remercie 
M. Eppler d'avoir, par ses communications obligeantes. comblé les 
lacunes de ma bibliographie. 


§ 8. — Je rectifie deux erreurs matérielles de K: 1) page 293, 
5° ligne, lire : a un rayon vecteur |z — R| compris... etc. au lieu de: 
a un rayon de courbure compris... ; 2) page 298, lire: 


P(1)+— P(1)— 0,547 


au lieu de 0,515. 
(Parvenu aux Annales le 16 décembre 1952.) 


Au cours de la correction des épreuves, M. A. H. Armstrong a 
bien voulu me signaler: 1) que la méthode de M. Rapoport, décrite 
dans K, ne diffère que par les notations de celle utilisée dès 1922 par 
M. Brodetsky dans un travail inséré aux Proc. Roy. Soc., série À 
102, pp. 542-553. M. Brodetsky ne discute pas toutefois la validité 
des solutions qu'il a formées ; 2) que la 10° ligne de K, p. 294 etla 
formule qui suit doit être remplacée par le texte suivant: 
de P(¢) et Q(Q) au moyen de: 


P(¢) Ws =P O+y/ Fr W= o(=) pour {> 0. 


(2) « Zur Theorie der unstetigen Strémungen », Inaugural Dissertation, Stuttgart, 1951 
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LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE 


par F. GALLISSOT. 


INTRODUCTION 


La mécanique des systèmes paramétriques développée tradition- 
nellement d’après les idées de Lagrange s’est toujours heurtée à des 
difficultés notables lorsqu'elle a désiré aborder les questions de frot- 
tement entre solides (impossibilité et indétermination) ou la notion 
générale de liaison (asservissement de M. Béghin), d'autre part la 
forme lagrangienne des équations du mouvement ne nous donne 
aucune indication sur la nature du probléme de l'intégration. 

Dans ces célèbres leçons sur les invariants intégraux Élie Cartan 
a montré que toutes les propriétés des équations différentielles de la 
dynamique des sytèmes holonomes résultaient de l'existence de 
l'invariant intégral te w, © —p;dq — Hat. Ainsi à tout système holo- 
nome dont les forces dérivent d'une fonction de forces est associé 
une forme w, les équations du mouvement étant les caractéris- 
tiques de la forme extérieure dw. Au cours de ces dix dernières 
années, sous l'influence des topologistes s’est édifiée sur des bases 
qui semblent définitives la théorie des formes extérieures sur les 
variétés différentiables. Il est alors naturel de se demander si la méca- 
nique classique ne peut pas bénéficier largement de ce courant 
d'idées, si elle ne peut pas être construite en plaçant à sa base une 
forme extérieure de degré deux, si grâce à la notion de variétés, la 
notion de liaison ne peut pas être envisagée sous un angle plus intelli- 
gible, si les indéterminations et impossibilités qui paraissent para- 
doxales dans le cadre lagrangien n'ont pas une explication natu- 
relle, enfin s’il n’est pas possible de considérer sous un jour nouveau 
le problème de l'intégration des équations du mouvement, ces 
dernières étant engendrées par une forme Q de degré deux. 
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Pour atteindre ces divers objectifs il m'a semblé utile de reprendre 
dans le chapitre 1 l’étude des bases logiques sur lesquelles est édifiée 
la mécanique galiléenne. Je montre ainsi dans le § 1 que lorsqu'on 
se propose de trouver des formes génératrices des équations du 
mouvement d'un point matériel invariantes dans les transforma- 
tions du groupe galiléen, la forme la plus intéressante est une forme 
extérieure de degré deux définie sur une variété V, — E,®E@,T 
(E, espace euclidien, T droite numérique temporelle)(*). Dans 
le §11 on montre qu’à tout système paramétrique holonome an 
degrés de liberté est associé une forme () de degré deux de rang 2n 
définie sur une variété différentiable dont les caractéristiques sont les 
équations du mouvement (*). Cette forme s'exprime si l'on veut au 
moyen de 2n formes de Pfaff et de dt, la forme hamiltonienne 
n'étant qu’un cas particulier simple. Dans le § 3 j'indique 
sommairement comment on peut s'affranchir de la servitude des 
coordonnées dans l'étude des systèmes dynamiques et le rôle impor- 
tant joué par l'opérateur i ) antidérivation de M. H. Cartan (*), le 
champ caractéristique E de la forme (2) étant défini par la relation 
i(E)Q — o. | 

Ces bases posées nous abordons dans le chapitre u la théorie 
générale d’une liaison imposée à un système matériel. Une liaison 
imposée à un système matériel se compose de deux éléments dis- 
tincts : 

1° une relation arbitraire a(p;, q', {) — 0 liant les paramètres de 
position g', et de vitesse p;, qui définit une sous-variété de V,, ,, ; 

2° un jeu de forces qu'il faut appliquer au système pour réaliser 
cette liaison, jeu de forces qui, dans le langage des variétés, se traduit 
par un champ de liaison E; défini dans l’espace tangent à V,, ,,. 

Forme da et champ de liaison E, ne sont pas indépendants puis- 
qu'ils sont liés par la condition 


(I, 1) E+E)da—o ou i(E)da-i(E)da—o. 


Une classe importante de liaison est celle où le champ E est de la 
forme de, a fonction numérique sur V,,,,, e champ de direction 
connu à priori (une convention permet toujours de se ramener à ce 


(1) M. Kravrcnenxo a présenté cette conception au VIII¢ Congrés de Mécanique. 

(?) Dès 1946 M. Licanerowicz au Bulletin des Sciences Mathémaliques tome LXX 
p. go a déjà introduit les formes extérieures pour la formation des équations des fystèmes 
holonomes et linéairement non holonomes. 


(*) M. H. Carran, Colloque de Topologie, Bruxelles, 1950. Masson, Paris, 1951. 
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cas). Dans cette catégorie rentre en effet les contacts entre solides 
avec ou sans frottement (cf. § 6) les liaisons de puissance nulle 
dont nous donnons au § 5 une définition générale, liaison d’asser- 
vissement de M. Beghin. Pour ces liaisons (II, 1) montre que le 
facteur À est le quotient de deux invariants scalaires i(E)da et i(e)da. 
On voit ainsi qu'un des grands avantages de l'opérateur i( ) de 
M. H. Cartan est de permettre la détermination des réactions clas- 
siques indépendamment des coordonnées et de la solution des 
équations du mouvement. En outre pour i(e)da — 0, iE)da 0, le 
postulat de la rigidité des solides nous conduit à introduire la notion 
de compatibilité d'une liaison imposée à un système matériel se 
traduisant par i(e)da-£o. Enfin au § 7 nous étudions la déter- 
mination des équations du mouvement au moyen des caractéris- 
tiques d’une forme (2, de degré deux de rang 2(n — 1) auxquelles 
on adjoint une.forme de Pfaff, l'existence de cette forme étant une 
conséquence de la notion de compatibilité de la liaison. 

Le chapitre m1 est consacré à l'étude des ensembles de p liaisons 
au sens donné précédemment à ce mot: Compatibilité de l'ensemble. 
Possibilité de déterminer les facteurs de liaisons au moyen d’opéra- 
teurs de M. H. Cartan indépendamment des équations du mouve- 
ment. Détermination des équations du mouvement comme caracté- 
ristiques d'une forme de degré deux de rang 2(n—p) jointes à p 
formes de Pfaff. On donne divers exemples concrets pour montrer 
la généralité de la méthode. 

Les chapitres 1v et v étudient pour une classe spéciale de liaisons 
qui comprend les liaisons unilatérales classiques, le problème : des 
signes étant imposés à priori aux facteurs de liaisons et aux formes 
da, des conditions initiales étant données quels sont les mouvements 
possibles du système. L'opérateur 1 ) permet immédiatement de 
former p équations dont les seconds membres ne dépendent que 
des conditions initiales et des forces autres que les forces de liaisons. 
Une interprétation géométrique du système permet de transformer 
le problème en un problème d’Analysis-Situs pour une famille de 
a? p-èdres formée en prenant un vecteur dans chaque colonne du 
tableau 


> > = 

DURE PIN. MUNIE, aP 
> > 
| tee, See eet PR AP 


On établit que la condition nécessaire et suffisante pour que 
2P p-èdres de même sommet n'aient pas de points internes communs 
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est que les (2? — 1) déterminants mineurs diagonaux extraits de la 
matrice {r#4 (À —||— rhk|a") soient tous positifs. Cette condition 
entraîne en particulier que pour les liaisons d’A ppell qui comprennent 
comme cas particulier les liaisons holonomes et linéairement non 
holonomes classiques, les conditions initiales jointes au jeu de signes 
imposés à priori aux facteurs de liaisons et aux formes da, sont suffi- 
santes pour déterminer le mouvement ultérieur. Pour les autres types 
de liaisons les conditions initiales peuvent ne pas être suffisantes. Le 
cas du frottement de glissement bien connu depuis les travaux de 
Painlevé n’a donc à ce point de vue rien d’exceptionnel. Il résulte 
de là que ce ne sont pas les lois du frottement de Coulomb qui 
doivent être mises en cause, tout autre loi donnerait lieu à des impos- 
sibilités et des indéterminations, tout ne dépendant que du signe 
de l’invariant i(e)da au point M, de la variété image (i(e)da < 0). 

Le chapitre vi est consacré à l'étude des systèmes différentiels de 
la dynamique considérés comme caractéristiques d'une forme Q de 
degré deux définie sur une variété différentiable V,,,,. Cette étude 
s'effectue au moyen d’endomorphismes de l'algèbre extérieure, endo- 
morphismes qui conduisent aux opérateurs antidérivation i ) et déri- 
vation 0() de M. H. Cartan. Je me suis permis à ce propos de 
reprendre le texte de sa célèbre conférence au Colloque de Topologie 
de Bruxelles 1950 pour faciliter au lecteur la compréhension de ce 
point de vue. Au lieu d'écrire les équations différentielles sous une 
forme analytique quelconque, ce qui a toujours l'inconvénient de 
faire jouer un rôle à un système de coordonnées plus ou moins 
bien adapté à la question, on raisonne uniquement sur la forme 
génératrice (2. On sait depuis les travaux de Sophus Lie le rôle 
capital joué par les transformations infinitésimales dans l'intégration 
d’un système différentiel. Ce rôle se trouve merveilleusement mis 
en lumière par l'opérateur 0(X) puisque si le champ X est générateur 
d'une transformation infinitésimale pour Q, 0(X)Q—=o. Deux 
grands cas apparaissent immédiatement : 


A) dQ=o. A toute transformation infinitésimale correspond 
une intégrale première et réciproquement. On ne peut intégrer par 
quadratures que si l’on connaît un sous-anneau de n fonctions en 
involution. Il en résulte que pour Q = dp; /\dq' — dil /\ dt, trouver 
des cas d'intégralité revient à étudier la construction de ce sous- 
anneau. Dans le cas de la mécanique H devant être quadratique, 
on indique la construction de H relative à l'existence de p éléments 


pans = eters: 
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génériques algébriques de ce sous-anneau, ce qui permet de retrou- 
ver par uns méthode générale les cas d'intégrabilité connus et d’en 
construire d’autres. 


B) dQ Æo. On suppose connus r champs générateurs de trans- 
formations infinitésimales. L'intégration se décompose en deux 


phases : 


1° L'intégration d'un système de Pfaff complètement intégrable de 
rang (2n — r); 

2° L'intégration d'un système de r formes de Pfaff invariantes 
résultats qui se trouvent déjà implicitement énoncés dans les leçons 
sur les invariants intégraux d’Elie Cartan. 

Dans les applications mécaniques l’ordre du système complète- 
ment intégrable se trouve réduit de (pq) unités si d'une part on 
connaît p intégrales premières, d'autre part q liaisons au sens du 
chapitre 1. On peut intégrer par quadratures sl 2n —r—p-q, et 
si les r formes invariantes sont fermées modulo les intégrales du 
système compilétement intégrable. 

Quelques exemples illustrent cette théorie. 


CHAPITRE PREMIER 


FORMES DIFFERENTIELLES ASSOCIEES 
A UN SYTEME MATERIEL 


La mécanique ayant pour premier objectif la formation des 
équations du mouvement d'un système matériel, il est intéressant 
d’avoir une méthode permettant de les obtenir dans un système de 
coordonnées quelconques. C'est pour cette raison qu'il est utile 
d'étudier la possibilité d'associer à un système une ou plusieurs 
formes différentielles génératrices des équations, ces formes étant 
invariantes dans les transformations que l'on précisera. 


§ 1. — Forme extérieure de Cartan associée à un point matériel. 


Les formes invariantes que nous nous proposons de rechercher 
ont leur origine dans les quatre postulats de la mécanique newto- 
nienne : 

1) La masse d'un corps est un nombre positif invariable, la masse 
d'un ensemble matériel est une fonction complètement additive 
d'ensemble. 


2) Le temps ¢ est une grandeur absolue définie à une constante 
additive près. 

3) Par rapport à tout trièdre galiléen un point M de masse m, 
animé d’une vitesse © soumis à une force F prend une accéléra- 


J 


tion a telle que m “ ety 9 


h) La force F est indépendante du trièdre galiléen de référence. 
Deux repères galiléens orthonormés étant en mouvement recti- 
ligne uniforme l'un par rapport à l’autre désignons par 
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v, t les cordonnées de M par rapport au premier j (1, 2, 3); 
vw’ les composantes de la vitesse w de M par rapport au premier ; 


X’ les composantes de la force F par rapport au premier; 


a les composantes de la vitesse de translation a du 2° repère par 
rapport a0 
E°, t les cordonnées de M par rapport au 2° © (1, 2, 3); 


a? les composantes de la vitesse a de M par rapport au 2°; 


=? les composantes de la force F par rapport au 2°. 

Considérons l’espace à sept dimensions produit tensoriel des 
espaces Ê,@E,@T (a€E, euclidien, v'€E, euclidien, ¢eT droite numé- 
rique). Les transformations ou changements de repére galiléen 
forment un groupe de Lie G de dimension 10 dont les équations 
en termes finis sont: | 


( a ait a+b 
, t=t+4, i, j, o égaux a1, 2, 3. 
u' — aia? + a 


\|a/|| = A désigne une matrice orthogonale de rang 3 dépendant 
des 3 paramètres de rotation que l’on peut expliciter en utilisant la 
représentation de Cayley (*) A—(E—S) X (E+S) " dans laquelle 
S désigne une matrice symétrique gauche de rang 3, E la matrice 
unité de même rang. ; 

Pour le groupe G « prolongé holoédriquement » [au sens d’Ehe 
Cartan (°)] au moyen d’une matrice orthogonale de rang 3, L— ||L*I 
arbitraire il existe 10 formes de Pfaff invariantes (formes de Maurer- 
Cartan) 


w? = Lédv/ — Atda® p variant de 1 
we = Lé (da! — vi dt) = AS(dES — a°dr) o’ variant de 4 à 
to ade dr: 


Le produit ||dL]| .||L~*||==||dA\] .||A||-* donne naissance à 3 formes 
en ayant posé A —||L||.||Al]. | 

Parmi ces dix formes, les six premières sont indépendantes des 
différentielles des 3 paramètres de rotation. Il en résulte que pour 
un point matériel qui n'est soumis à aucune force les formes diffé- 


(*) Cf. Hermann Wey, The Classical Groups Princeton, 1946, pp. 56 à 62. 
(5) Cf. CARTAN Élie, La théorie des groupes continus et finis, Gauthier-Villars, 1937, 


pp. 121 et 124. 
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rentielles génératrices des équations différentielles (5 du mouvement 
que nous cherchons, invariantes dans les transformations du groupe 
G s’obtiendront en éliminant les 3 paramètres de rotation entre ces 
six formes. | 

Cette élimination peut s'effectuer en utilisant soit l'algèbre ordi- 
naire, soit l'algèbre extérieure (") et les propriétés classiques des 
matrices orthogonales 


3 3 : ; 
S & R= 0% 4 pourigy st) hh ae POR Eating! a 


p=1 e —=1 


a) En utilisant l'algèbre ordinaire on obtient : 
3 : - 
(w') + (w+ ("t= À (do! — wat) 
j=1 
(HE RAD alae 


3 
Il w'w* + ww ww = YS (dx — vidt).dv’. 
Ji 


b) En utilisant l'algèbre extérieure 


Tw’ A w+ 0? A w+ wo A w°— Zk;dv' /\ (da! — v! dt) 


— (4% o|_(o, tj 
a) Ue; =}; i=J 
IV a \o')\w’? Ao’ +’? /Aw/w/\w uw /\w/\w'/A\w. 
V wo! Aw? A w° 
&° /\ w° /\ w° 


On remarquera qu'au sens de l'algèbre extérieure la IV° forme 


est au facteur as près le carré de la III*, que les deux formes V 
I 
3! 
le cube de la III*. Si bien qu’en algèbre extérieure on est conduit 
à une seule forme génératrice des équations différentielles du mou- 
vement, tandis qu'en algèbre ordinaire on est conduit soit à deux 

formes du type I, soit à une forme du type II. 


peuvent être remplacées par leur produit qui est au facteur près est 


(°) En anticipant sur ce qui suit, il est possible d’associer à un système d’équations 
différentielles des formes, appartenant à des algèbres graduées, qui au moyen d’antidéri- 
vations engendrent le système. 

(7) Cf. N. Boursaxt, Algèbre multilinéaire, Actualités scientifiques, n° 1044, Hermann 
et Cie, Paris, 1948, pp. 53 à 76. 
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Dans le cas ot le point matériel M de masse m est soumis a 


> 


une force F le postulat (3) fm - conduit à remplacer dans 


w? o(1, 2, 3) dv' par (mdv'— X'dt), X' composantes de la force par 
rapport au premier repère. 
De l'étude précédente résulte le théorème. 


THÉORÈME I. — Il existe trois types de formes différentielles géné- 
ratrices des équations du mouvement d’un point matériel invariantes 
dans les transformations du groupe galiléen 


L'— so 
a nr Tee a, 
m 
|e ™ S (do! — vty 


isa RS D à, (dx' — v'dt)(mdw/—X/dt) 6, symboles de Krénecker, 
C w= ¥k,(mdv' — X'dt) /\ (de! — wdt) k,symbole de Krénecker. 


Les équations différentielles du mouvement s obtiennent en annu- 
lant les dérivées partielles du premier ordre des formes précédentes 
par rapport aux différentielles dz‘, du’ des paramètres de position et 
de vitesse. 

En ce qui concerne l'algèbre extérieure rappelons que si 


Q—A, ...,de*/\dx*\.-- da", i,---ir étant r indices variant deràn, 

d( | | 
eS si pri gir---irdy is dri -.. dx? dre, dx”. 

Choix entre les trois types de formes différentielles invariantes dans 
les transformations du groupes galiléen. Forme extérieure de Cartan. 

En principe les formes des trois types précédents sont génératrices 
des équations différentielles du mouvement. Lorsqu'on effectue un 
changement de variables T portant sur l’ensemble des paramètres 
de position et de vitesse via! (p%, t), v—v/(p", À) (a variant 
de 1 à 6) les trois types ont respectivement pour expression 


\ == sad sg dp*del a Q.,dp* dt ate = Soo dt’, 
A : ‘ 
j I 
le =. gag dp* def — La, de" de Ai Joo dt’, 
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en posant | | 
RC 
FRE NT pps do 
ow dv! dw 
= $i X'S me 
Ve du dp* 720 =) 
I » dv! dw -, ov 
So = XX] + moy — dt Di — 6,X D 
p dat, de 
ab “dow 008 
fes p22 _ em) 
oe DE dt 


dx da) dx v/) 


expressions dans lesquelles 0, désigne le symbole de Krénecker 
B = fase" def — f,,dp* dt + f,, dt’. 


Dans f, (fag, far fs) définissent un tenseur symétrique fonction 
de (p%, ¢) ayant pour expression 


dx! dv/ 

PELLE Proc 
bp Lx ogg D2 dog dut ao! 
fa = md, ape t OX do moy do a Yao” de 


ow da! ow da! 
== 6,0'X/ — mo,0' — a Op he 
Fon = %y Laer ET TERRES 


C w = kag(de A def) — kde /\ dt 


où (kag, kz.) est un tenseur antisymétrique fonction de (9%, ¢) ayant 
pour expression 


dv! dv! 
(I, 1) hap ky) te 
| vo 
ee aan Low] | ae! ae! 
oe NM ag add + mkv 1 a — kX ae w , 
dp® dl 


Remarquons que les deux formes du type A ne s'expriment pas 
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en général immédiatement en fonction des différentielles des inté- 
grales premières du mouvement, tandis que la propriété est immé- 
diate pour les deux formes B et C : B est une forme quadratique à 
discriminant nul d’après son origine donc s’exprime au moyen 
de 6 différentielles qui, pour un choix convenable des intégrales 
premières, peuvent être les différentielles de ces intégrales; C est 
une forme extérieure réductible à une somme de 3 produits exté- 
rieurs de deux différentielles et par suite pour un choix convenable 
des intégrales premières C* s’écrit 


w — k,5dC /\ doe 


k,g tenseur antisymétrique fonction des C® et de ¢. 

Traditionnellement la mécanique est construite 4 partir du quo- 
tient par df° de la forme particulière s du type A obtenue en envi- 
sageant les transformations particuliéres 


— nes) 2d! 
a'=axi(q", 4), poorest LR 


Elle conduit au principe de Gauss-Appell et aux équations de 
Lagrange: les équations du mouvement rendent minimum la forme 
quadratique en g non homogène 


> 
dt* 


Cette forme ne nous donne pas de renseignements immédiats sur 
la nature du problème de l'intégration du mouvement puisqu'elle 
dépend du pseudo-groupe ponctuel a'(q*, t)(*). D'autre part cette 
forme de Gauss-Appell n'est pratique que pour des liaisons holo- 
nomes et linéairement non holonomes; nous verrons au chapitre 1 
que la notion de liaison est susceptible d’une large extension et les 
calculs conduisent à envisager les transformations les plus générales 
portant sur l’ensemble des variables position et vitesse. Pour ces 
raisons les formes B et C se révèlent plus intéressantes. bs 

Entre les formes B et C il y a une différence importante : CG est 
bilinéaire tandis que B est quadratique, donc les calculs sont plus 
simples avec C qu'avec B; de plus la forme C conduit immédiate- 
ment à l’invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan. ; 

Le fait que la forme C ne fait intervenir comme différentielles que 


= Sue 9" + Sng" YF — Qed’ 


(®) Le pseudo-groupe qui intervient est celui de la variété Von + 1. 
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les différentielles des intégrales premières peut encore 8 établir 
comme suit: considérons un deuxième système de différentielles Ô. 
On peut associer à la forme w la forme bilinéaire w(6, d) 


5 ow N ow do 
w(d, d)= bot A xaos + PA ape) t EA (dE) 
= kag[8p% A del — bef À do*] — ka [8p® /\ dt — 8t A dp*]. 
do do 
ddp®” ddp® 


; x eas ’ 
(conséquence des précédentes) si on considère dans l'espace 


Les équations différentielles E du mouvement annulant 

ow 
ot dt) | 
à 7 dimensions une variété quelconque y à une dimension le long 
de laquelle la différentielle est 6, sur la variété V, à deux dimensions 
epgendrée par les lignes intégrales du système différentiel des équa- 
tions du mouvement s'appuyant sur y, w(6, d)—=o. La forme w(5, d) 
linéaire par rapport au système de différentiel d étant nulle sur les 
lignes intégrales des équations du mouvement appartient au sous- 
module des différentielles des intégrales premières, en d’autres 
termes w(d, d) s'exprime au moyen des différentielles des intégrales 


: ; 2 1 
premières. Si maintenant on prend 5—d, comme o=— od, d) 


la forme w de degré 2 s’exprime uniquement au moyen des inté- 


grales premières C* de E. 
Ea o—k, dc* /\ de® 
8 


k,g tenseur antisymétrique fonctions des C* et de ¢. 

Le résultat précédent peut encore s'exprimer ainsi : Quelle que 
soit la variété à une dimension pour la variété V, à deux dimen- 
sions engendrée par les lignes intégrales du système différentiel E 


s'appuyant sur y l'intégrale ye w(6, d) est nulle. 
di) 4 fC. d=o. 


Nous dirons avec M. Lichnerowicz (*) que w engendre une relation 
intégrale d’invariance absolue pour le systéme des équations diffé- 
rentielles de la mécanique du point matériel. 


Cas particulier. — Si do =o w ne s'exprime qu’au moyen des 
différentielles des intégrales premières de E et réciproquement. 


(*) Cf. M. Licunerowicz, Bulletin des Sciences Mathématiques, tome LXX, 2° série 1946, 
Pp. go. 
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w peut s exprimer sous forme canonique en groupant deux à deux 
les intégrales premières 


3 
Se), de) den “avec —o"—a-+3 
a4 
dw = 0 entraine le fait qu'un coefficient k,,. n'est fonction que des 
deux intégrales C*, C*. En effet si u désigne une des variables 
intégrales premiéres ou temps dw est somme de termes de la forme 
dk 


du /\ dc* /\ de 
du 


dk. 


dw étant nul =o donc k,,. n’est fonction que de C* et de C*. 


Par un changement d'intégrales premières de la forme 
cx=c(6", &), cr— (Cr, Ce) 


w devient 
(I, 4) ApS a rat 


et par suite s'exprime uniquement au moyen des différentielles des 
intégrales premiéres de E. 


Invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan. — dw étant nulle, 


w est une forme fermée, il existe dans l'espace homéomorphe à R' 
3 


une forme de Pfaff w' tel que w =dw'. D'après (I, 4) o' = > c* .dc® 


admet pour différentielle w et ne s'exprime qu’au moyen des 
intégrales premières du mouvement et de leurs différentielles ; @' 
engendre un invariant intégral absolu pour les équations différen- 
tielles E du mouvement. Si on considère la variété V, à deux dimen- 
sions engendrée par les lignes intégrales de E s'appuyant sur une 
variété à une dimension quelconque y, l'intégrale (3) devient 


o= f. —w(ÿ, d)— fae] = Teun ® (©) 


Fv, désigne la frontiére de V, constituée par un arc de courbe 7,MM’, 
par les arcs d’intégrales de E, MM, M/M’, issues des points M, et M; 
et par l'arc MM’. Le long des arcs MM, et M;M' w'(à) étant une forme 


linéaire des différentielles des intégrales premières de E est nul. Il 
en résulte que f. @'(6) se réduit aux deux intégrales prises le long 
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de y, et de y, y déduit de y, au moyen des trajectoires solutions 
de E; d’où 

(I, 5) Lorene, ©) = fro (2)- 

L'égalité précédente exprime que w' engendre un invariant inté- 


gral absolu. 
Si l’on revient à l'expression de w. 


3 
w= Wk,(m dv! — x' dt) /\(dx/ — v! dt) 
= mk, dv' /\ dai — mkyv' dv! A dt + kyX! dx! /\ dt 


dw — 0 impose à la forme de Pfaff kX! dr d’être fermée, par suite 
de se réduire à la différentielle d’une fonction U, d'où 


(I, 6) w == mk, dv! /\ da! — dH /\dt. 


Avec H—=T —U, T=— ¥\ m(v')* demi-force vive, U fonction de 
2 1 


force. (I, 6) montre que w est la dérivée extérieure de 


3 

w' = > mv'dx' — H dt. 
t=4 

La forme w' engendre l’invariant intégral d’Elie Cartan (10); elle 

diffère de la forme «' (I, 4) d’une forme fermée. 

Le fait que la forme w de degré deux ne fait intervenir comme 
différentielles que les différentielles des intégrales premières et que 
dans le cas où dw est nulle, w est la dérivée extérieure de la forme 
engendrant l'invariant intégral cinétique de M. Elie Cartan conduit 
à la choisir comme forme génératrice des équations différentielles du 
mouvement d'un point matériel et à la placer à la base de la méca- 
nique newtonienne. 

Nous résumerons l'étude précente dans le théorème suivant : 


Tutortme II. — A tout point matériel de masse m, de coordonnées 


æ, animé d’une vitesse de composantes v', soumis à une force F de 
composants X' par rapport à un trièdre galiléen orthonormé on peut 
associer une forme différentielle extérieure de Cartan du deuxième 
ordre possédant les propriétés suivantes : 

1. w est invariante dans les transformations du groupe galiléen, en 
d'autres termes a même expression par rapport à tout repère galiléen 
orthonormé. 
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2. les équations différentielles du mouvement du point sont les équa- 
lions associées à w au sens de Cartan. 


3. w est unique. 


h. w s'exprime uniquement en fonction des différentielles des inté- 
grales premiéres des équations du mouvement, les coefficients étant 
un tenseur antisymétrique fonction des intégrales premières et d’une 
variable t par exemple; si dw =o, w ne s'exprime qu’au moyen des 
intégrales premières et de leurs différentielles. 

Rappelons que lorsqu'on utilise les variables usuelles (a, v', ¢) 
w sous forme développée s'écrit : 


(Il, 7) w©—mk;dv/\de/ — mk;v' dv! /\dt + k;;X' da’ /\ dt 
k,, symbole de Krénecker. 


Les équations associées à w sont les équations classiques de Newton 


dw i idt)—o 
_—~ — m(dv' — X‘ dt 
a =m(dai—wdt)—=o (i, j=1, 2, 3) 


qui interprétées géométriquement dans l’espace euclidien E, signi- 
fient 


POSE TE TITRE 
—— ee 
LT dt 


L'existence de w et les équations associées constituent la traduction 
analytique naturelle des quatre postulats de la mécanique newto- 
nienne du point matériel. 


REMARQUES. — 1. w se compose en deux parties: l'une ciné- 
tique ©, es 
w, = mk, dv /\ dai — mkip dv! /\ dt 


qui est une forme fermée 


—— à . 

w,—d(kyÿmv dx! —T dt) T désignant la demi-force vive 5 mr) 
à i= 

l’autre dynamique w, 1 


(0) Cf. M. Elie Canran. Leçons sur les Invariants intégraux.. Paris 1922, pp. 1 à 6. 
(1) Cf. M. Garrissor. Annales de la Faculté de Grenoble, tome IIL, 1951, pp. 277 à 285. 
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produit extérieur du travail élémentaire de la force agissant sur le 
point par la différentielle du temps. 

2. Il est essentiel de remarquer que ce sont les équations associées 
à w qui lient les paramètres de vitesse aux paramètres de position, 
comme le montrent en particulier les équations 


dw 


rh chal je I 
Cia dt = 0. 


3. Signalons que la mécanique relativiste du point matériel peut 
être construite comme la mécanique newtonienne au moyen d'une 
forme extérieure w, invariante dans le groupe de Lorentz, et que la 
forme génératrice des équations de la mécanique newtonienne est la 


limite de la forme w, quand on fait tendre le rapport p=~ vers 


zéro, v désignant la vitesse du point matériel, c la vitesse de la 
lumière (‘'). 

4. Il est également important de remarquer que la forme w peut 
s'exprimer au moyen de six formes de Pfaff construites sur les diffé- 
rentielles des paramètres position vitesse temps, formes qui s'intro- 
duisent logiquement dans les problèmes d'intégration et dans l'étude 
de certaines liaisons, 


w —K,gw°/\wf K,g tenseur antisymétrique (x, B— 1 à 6). 


Exemptes. — 1. Point pesant lancé suivant la verticale ascen- 
dante et soumis à une résistance fonction de la vitesse mf(v). 

m étant la masse de ce point, V la vitesse, g l'intensité de la 
pesanteur, z la cote, w s'écrit 


= = dv /\ dz —[vdv + gdz + fiv)dz| A dt 
ou encore 


2 =(9+10)]| Pas stat] A [a+ 


w 
m a donc au moyen des deux formes + at 


Ena 


équations du mouvement la dérivée extérieure de chacune d'elles 


5 qui annulées sont d’après la théorie ne les 
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étant nulle, en d’autres termes chacune d'elles étant fermée, le pro- 
blème est ramené aux quadratures. 

Sur cet exemple simple on saisit le procédé qui nous permettra 
l'étude de cas d’intégralité des équations du mouvement. 

2. Point mobile sous l’action de forces données X, Y, Z, fonctions 
de x, y, z d'autre part soumis à une résistance de milieu m/f(v) 
opposée a la vitesse. En prenant pour paramétres de vitesse les coor- 
données sphériques du vecteur vitesse v, Y, 0, pour paramètres de 
position les coordonnées x, y, z du point par rapport à un trièdre 


r Le o tr bd 
fixe, m étant la masse du point — s'écrit : 
m 


© —(dv sin 8 cos /-+v cos 6 cos pd) — vsin 8 sind) /\ dr 
m 
— (dv sin Ô sin Ÿ +-v cos 0 sin Ydb + v sin 0 cos bd) A dy 
(dv cos à — v sin 6d0) /\-dz —(vdv — Xdx — Ydy — Zdz) / dt 


— f(v)(sin 0 cos pdx + sin 0 sin pdy + cos dz) /\ dt. 

Cette forme d'apparence plus compliquée que les équations clas- 

siques met en évidence les intégrales premières du mouvement pour 

certains choix de X, Y, Z. Ainsi pour un point pesant X =o, Yo, 
Z— — mg 


o — [dv + f(v) dt + g cos 6 dt] /\ [sin 6 cos bdr —- sin 6 sin Ydy 
m 

+ cos dz — v dt] +-[vdô — g sin 6 di] /\ [cos 9 cos pdx 
| cos @ sin bdy — sin Odz] vd} /\ [— sin 6 sin Ydx + sin cos dy]. 


Les équations associées s’obtiennent en annulant les 6 formes 
placées entre crochets ; en particulier 


dy =o dv--[f(v) + g cos 6] di =o vd — g sin 0 dt — o 


dont l'interprétation géométrique est immédiate : projection des 
forces sur la tangente et la normale à la trajectoire. 

3. Point pesant mobile avec frottement sur un plan incliné. 

Soient i l'angle d’inclinaison du plan horizontal, J le coefficient de 
frottement, m la masse du point, Ox l'axe dirigé suivant la ligne de 
plus grande pente du plan, Oy directement perpendiculaire. Prenons 
pour paramètres de vitesse les coordonnées polaires v, a, de la 
vitesse V, pour paramètres de position 2, y. wi =,-+ Wg 


: v° 
oO. a] me cos adx + mv sin «dy — m or dé 
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d symbole de la dérivée extérieure 

wy— mg sin idx — fmg cos i cos «dr — fmg cos isin ady] /\ dt 
d'où 
© — dv /\ (cos «dx + sin ady) + vda /\ (—sin « dr +cos « dy) 
# — vdv /\ dt +-[g sin idx — fg cos i(cos «dr + sin xdy)] A dt 
© —[d(v sin a) + fg cos isin a dt] /\ [dy — v sin a dt] 
‘ — [d(v cos a) + (fg cos i cos à — g sini) dt] /\ [dx — vcos ade] 
© est exprimée au moyen de 4 formes indépendantes qui égalisées 
à rr0 donnent les équations différentielles du mouvement, dont 
l'interprétation géométrique est immédiate. L'intégration de ces 


équations sera effectuée au chapitre vi comme application d'une 
méthode générale. 


§ 2. Forme extérieure associée à un système matériel paramétrique 


Nous considérerons avec M. Brelot ('*) un système matériel S. 
comme porteur 

1. d’une distribution de masses >o0 ou mesure > o notée m(e) 
fonction finie >o d'ensemble borélien borné, complètement 
additive ; 

2. d'une distribution de forces, champ de vecteurs de mesure F(e). 

Fonctions et ensembles boréliens étant supposés bornés, nous 


allons montrer qu'on peut associer à un système paramétrique une 
forme extérieure (J — Q),+- Q,. 


a) Calcul de Q,. — Considérons dans un espace cuclidien 
à 3 dimensions un ensemble borélien borné D, et l’ensemble variable 
borélien borné A qui, pour chaque valeur des n +1 paramètres 
réelles g' (i variant de o à n, avec q° = 4), est en correspondance biuni- 
voque avec D au moyen de la fonction vectorielle borélienne en M 


(I, 1) Ou=f(M, 9) 


Le domaine A est déterminé géométriquement par la donnée du 


(1?) Principes mathématiques de la mécanique classique, ARTHAUD, Grenoble, P-1O à tq. 
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point q de coordonnées locales g' dans l'espace des paramètres. En 


supposant l'existence des dérivées premières de Fi par rapport aux q' 
bornées pour M variable dans D et les g' bornées, par différentiation 


de (II, 1) 


Nous avons vu au § 1 que la vitesse d'un point matériel pouvait 
être défini arbitrairement et que les équations associées à la forme w 
indiquait la manière dont les paramètres de vitesse étaient liées aux 
paramètres de position du point. Il en résulte que nous définirons la 
vitesse de la manière suivante. Soit une autre fonction vectorielle 
borélienne en M 

(I, 2) Va V(M, g, p°) 
des (an 1) paramètres g' et de n autres paramètres p* bornés, 
admettant pour M dans D quelconque des dérivées premières bor- 


nées par rapport aux g'et aux p*. Vu. sera appelé vitesse du point p. 
Par différentiation de (II, 2) 


Er NE 
— — d à — d a. 
ah sae be Re Ces 
Les projections de dOù et de dVu. sur trois axes d'un repère 
galiléen orthonormé définissent dr’ et dv'; au point M de D en 
correspondance avec le point 1 de À est associée la forme We 


: ? gt dvi d | u 
= kdo /\ de! — kiv'du? \ di== hy ade /\ dq* 
ov! af! | Aca sonne 
+k; aa /\ dq‘ -— kv Fe dp* + ag! dq )A dt 


w, est ainsi une forme de degré 2 définie sur la variété V,,,, des 
(an +1) paramètres gs tap. fibrée, la variété de base étant la 
variété espace temps de configuration V,.,- A l’ensemble matériel A 


est associée la forme Q, — if w,om définie sur la variété Vs le 


symbole ik étant celui de l'intégrale de Radon. 
Q, = kgdo® /\ dq! + kndq' \ dq" — hagte* /\ dt — ky,,dq" /\ dt 
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avec 
i J J dv! off 
har | bye” af ki = [hy (= af < ym 
p Ôp* oq D oq’ dq’ 0g dq' 
ne fre — 2 in 
dv! fe ow af! 
= l= J hs kp 2 Sulake ky a 
20! D ot dq" dq dl 
Remarquons qu’on peut également calculer (, comme dérivée 


extérieure de 
(Me dO,)6 mat | (V,) 8m 


et que ce calcul peut se faire en substituant aux différentielles des 
paramérres de position dq’, des formes de Pfaff construites au moyen 
de ces différentielles, les coefficients de ces formes étant des fonctions 
boréliennes en M et des paramètres q', On obtient ainsi pour la 
partie cinétique 0, de Q 


Q—=k(0° A w7)—k,,(&5 / dt) 


w°, w7 désignant 2n formes de Pfaff construites sur les différentielles 
des paramètres de position q' et de vitesse 9%, (kj, ks,) un tenseur 
antisymétrique fonction des guet.p": 


O2 


m. 


b) Calcul de Qd. — Le calcul de la partie dynamique de Q pré- 
sente une difficulté jusqu’à ce jour non résolue, provenant du fait 
qu'il n’est pas possible de définir une mesure de forces intérieures 
à un système (") (‘*). Aussi procéderons-nous axiomatiquement. 

Soit F, une mesure vectorielle de force définie sur A que nous 
appellerons avec M. Brelot dyname. L’exposé qui suit est conforme 
à celui adopté par l’auteur précité. 


Soit un champ de vecteurs w, appelé champ de vitesses virtuelles, 
défini sur A. Posons 


Pr | w. 0h, 


Par définition P(;) est la puissance du dyname F, relativement 
au champ virtuel w. Le travail élémentaire ©, de F, relativement 


(5) Gf. M. Bretor, Annales de l'Université de Grenoble, T. XIX, 1943 ; T. XX, 1944. 
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ee 
a w pendant le temps di sera 


o> Petal: 


a OEE ER 
Si on prend = ed (à variant de 1 à n) la puissance 
P> a pour expression 


en posant 


Considérons alors la forme de Pfalf rx — Q, dq’. 
D'après la définition précédente r est égale au travail élémentaire 


de la mesure de forces F, dans le champ wag 


Dyname impuissant. “Si la puissance Pz est pulle, on dira que 
F. est impuissant pour w. Ainsi si w se réduit à un champ de 
moments, ou à plusieurs champs de moments définis sur A, alors 
F. sera impuissant chaque fois que le systéme de forces rts sera un 
système de vecteurs équivalent à o. 

Ces définitions étant posées, pour chaque partie ¢ de A, on consi- 
dérera le dyname F, comme la somme d’un dyname équivalent, dit 
dyname extérieur F et d'un dyname équivalent à o, dit dyname 
intérieur F... Dans les applications que nous nous proposons de 
développer le système S sera constitué par un ensemble de solides. 
Nous admettrons le postulat suivant : 

Pour tout champ de moments la puissance des forces intérieures est 
nulle. — Il résulte de ce postulat les conséquences suivantes : 


1. La puissance des forces extérieures sera calculée pour chaque 
solide en prenant pour w un champ de moments propre à chacun 


d'eux. 
D'où la partie dynamique 0, de © c'est-à-dire 


Q,—Q,;dg'/\dt. 


(15) M. R. pe Posse. Sur les principes mathématiques de la mécanique classique Gazeta 
de Matematica, n° 28, 1946, Lisbonne. 
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Q, fonctions de (q', p",t), g' paramètres de position, o* paramètres de 
vitesse. 
2. La partie cinétique Q, de Q doit être calculée avec le même 


champ de moments puisque dOù— oF ay intervient dans ().. 
Q, étant la dérivée extérieure de oh 


i (¥,,.d0p.)am— Sf (V.)? m 
Henk ee 2 Jp 


En prenant d= 2 ay oot en est conduit à deux 
expressions classiques de (), 


[F405)èm=| es 30 3m ed one da 


en posant g;; — De Le ém tenseur symétrique covariant d'ordre 2 


= d 0) té 
ne it (V,,)?8m = At i 2h we moet gue'e 


d désignant le symbole de la dérivation extérieure 
0, — que” dq’ — = nie" p' at) 


Forme Hamiltonienne de (,. — Le choix des paramètres de 
vitesse p" étant arbitraire on peut poser 


Pi = ni?” 


opération toujours possible puisque 2T—g,,o"p' est une forme 
définie positive de rang n (det 9,0). Pour envisager simultané- 
ment le cas où les liaisons holonomes dépendent ou ne dépendent 
pas du temps nous ferons varier les indices i et À de o à n avec 


dois lip = 


Dés 23 bu 
si a3 Tes Tey 

d 
Pa ri he 
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d'où 
ouf 5 pidgitp, d— (MAT +1,at] 


= al 3 p,dq' —(T, —T,) a] 


Nous appellerons expression Hamiltonienne de Q, 
(II, 3) Q.= Ÿ dp, A dg —a(T, —T,) A dt 


dans T, partie quadratique de T exprimée au moyen des p", on doit 
donc substituer aux o* leur valeur en fonction des p calculé au moyen 
des équations 


Pi ==yyoh +- Ii. 


Si les liaisons ne dépendent pas du temps / 


Q,= S dp; /\ dq' — aT / dt. 
i=1 


Forme Lagrangienne de (),. — En remarquant que 
: DL 
up = do, 
on, oT <2 
IT, Q.—= d — dg' — = — à : 


| dT oT On. oe Wes 
——— —— —— di k L SAR h es i 
(er =) eG sn a 


C'est cette forme de Q, qui conduit aux équations de Lagrange. 


3. Définition d'un système paramétrique holonome. — Un sys- 
tème paramétrique holonome est un ensemble de solides et de points 
matériels dont la partie cinétique de Q est susceptible de revêtir la 
forme Hamiltonienne ou Lagrangienne. 


4. Variété Riemannienne et repère naturel R. — La variété 
Riemannienne V, , , associée au système holonome est l'espace temps 
de configuration muni de la métrique 


de? = gn, dqi dq" + god’ dt + Joo dt? (i, h, variant de 1 à n). 
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En un point M(g', t) de cette variété le repère R est défini par les 


> 

(n—+ 1) vecteurs ek e, tels que e; On = gx; ee; — 9,,; (e 0) moni) PY 

Nous appellerons repére ree R en M le système des n vecteurs 
e.. 


; R se déduit donc de R par suppression du vecteur e,. Le point 
er 
image du système sur la variété V,,, a pour vitesse v un vecteur 


ayant (n-+ 1) composantes contravariantes (q', 1) v—et de. 
Pour les besoins de la mécanique lorsqu'on dit que le système 


dépend de n paramètres de vitesse q, on considère donc v dans le 
sous-espace R. veg, les g' sont les composantes contravariantes 
de v dans R. Rappelons également que par rapport à R un vecteur 


— . = . 

X de composantes contravariantes X' an composantes covariantes 
X;=ginX" et qu'on passe des composantes covariantes aux compo- 
santes contravariantes par les formules 


mineur relatif à g;, dans det\gi|. 
det|gn| 


Nea ON avec Cpe 


5. Force généralisée. — Nous avons caractérisé une force appli- 
quée à un système par la puissance P = Qj‘ (i variant de 1 à n). 
Les Q; sont donc les composantes covariantes de la force généralisée 
par rapport au repère. Remarquons que la puissance réelle est 
£—Q;j + Q.. C'est donc la puissance par rapport au repère 
Riemannien R. Lorsque nous caractérisons le système des forces 
extérieures par la partie dynamique de Q, Q,—=7 / dt, r —Q;dg' 
est une forme Pfalf définie sur une variété V,_, ou V, (système 
indépendant du temps). 


6. Équations du mouvement. — Les équations du mouvement du 
système sont les équations caractéristiques de Q). 


Forme Hamiltonienne 
Q— ap; /\ dq‘ — [d(T, — T,) — Q;dq'] A dt. 


d0) le 6 ee 
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Forme Lagrangienne. 


res YT a \ dg +( 


= d oT YT 
dp'd0" ï 


d0'dq* Fa d0“dq' 


) A dq' 


oT À 
do dp" /\ dt — + dq’ /\ dt + Qidgq /\ dt, 


CE RE RS 
eee DL. dt. ol 
a) — apagh? — apagt? © aptagi? — ag’ T =o 
or a = grip” ui Qu, il en résulte que les n premières équatio 
do" if > dp"do! his q P q 10ns 
er d0 | 
éc t a — (OU — == 7. iat 
s’écrivent encore (de) Qi (4q o/dt) =o d'où dq'= pdt. 


Les n dernières compte tenu de dq' = p'dt prennent la forme de 
Lagrange en remarquant que 


"ei aggre pe i neue oT 
d (a of a 
dt or a ae 


Ces n équations conservant la méme forme dans les transforma- 
tions du « pseudo-groupe » ponctuel g=q(r", t) portant unique- 
ment sur les variables de position g'sont traditionnellement placées 
à la base de la mécanique rationnelle. Elles ont l'inconvénient de se 
montrer peu maniables dans la recherche des cas d‘intégrabilité, ou 
des propriétés topologiques des trajectoires. C'est pourquoi il est 
préférable de considérer les équations du mouvement comme les 
caractéristiques d’une forme de degré deux. 


Forme générale. — Si on effectue sur les paramètres de position 
qi et les paramètres de vitesse p, un changement de variables 
quelconque 

p= pia, ) f= 92", 0 


« variant de 1 à 2n en désignant par w* deux n formes de Pfaff en 
dx*, Q s’écrit 
Q. = kagw* A w? — k,,w% /\ dt 


170 F. GALLISSOT 


(kag» kas) tenseur antisymétrique d'ordre 2, fonctions des x*, ¢. Les 
équations prennent la forme générale 


ue a kg? —k,,dt=0. 
dw” 


7. Pour que la théorie ainsi construite ait un sens au point de vue 
physique il faut évidemment que dans les applications les forces 
appliquées soient bornées en grandeur, la rigidité des liaisons inté- 
rieures devant étre respectée. 


Exempte. — Calcul de Q pour un solide mobile autour d’un de 
ses points O fixe. 
Oxyz désigne un trièdre invariablement lié au corps (triédre 


mobile) Q,+0Q,— 
Q,— of: (kdo! /\ der’) dm —| dp kyo'dvlm| dt i, j(1, 2, 3) 
O—| fF. dOM] /\ dt 
par rapport à tout trièdre Galiléen. Pour utiliser les axes mobiles il 
faut donc calculer par rapport à ces axes les différentielles absolues 


des paramétres de position et de vitesse. 
x, y, z désignant les coordonnées du point M fixe par rapport au 


triédre mobile, Fe i k étant les vecteurs unités des axes mobiles : 
OM — ri +. y + zk 
dOM = edi + ydj + 2dk 


w', w", w° désignant trois formes différentielles de Pfaff construites 
sur les différentielles des paramétres caractérisant le déplacement du 
triédre Oxyz (angles d’Euler ou tout autre système) 


dOM = i(2w" — yw") + j(ew" — zw’) (yo: — rw’). 


Prenons pour paramètres de vitesse les composantes p, q, r, par 
rapport aux axes mobiles du vecteur rotation instantanée 


V=(q2-—ry)i + (re — pe) + (py — qu). 
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La partie cinétique Q, de Q se calcule comme dérivée extérieure 
de la forme scalaire 


[ (Ps. dON)dm — © if (Vu) 3m 


if (Vy. dOM )5m — f. [(qz — ry)(w*z — w°y) 
+ (ra — pz)(w*x — w'z) + (py — qx) (w'y — w'x)|èm 
= pot f (y +2)èm + qu? f(z +-2*)8m + ret f(a +-y")om 
—(reo*+-gu') [yzim —(po’+-ro') [ 228m —(qo'+po) [ xydm. 
En choisissant pour triédre Oxyz le trièdre principal d'inertie en O 
et utilisant les rotations classiques : 


A= f[(y+2)im B= f(e+a'fin Cf (a +y)èm 
[ (Va dOM )èm = Apw' + Bqw* + Cro’ 

L [(R)'ôm= (Ap' + Bg + Cr") 
d désignant le symbole de la dérivation extérieure 


Q.— Adp /\ w' + Bdg /\ w° + Cdr A\ w° 
+ Apdw' + Bqdw* + Crdw* — (Apdp + Bqdq + Crdr /\ dt. 
Le calcul de dw', dw”, dw* résulte des différentiations extérieures 
des relations vectorielles 


© 


di —w'j — wk, dj=---, dk... 
ad du) — du*k — w° /\ (w'k — wi) ON (wii — w‘) 
ou (dw* + w' /\ w°)} — (de + w* /\ w)k —o et les analogues 
c’est-à-dire 
du = —(w' Aw*);  dw'——{(w" A"); de® = — (w° A ') 
DRE de structure du groupe des déplacements autour de O. 
Il en résulte l’expression de {), 


Q,— Adp /\ w' + Bdg /\ w° + Gdr /\ w° 
— Apo’ /\ w° — Bqu° /\ w' — Cro’ /\ 0° 
— (Apdp + Bgdg + Crdr) /\ dt. 


Calcul de la partie dynamique 0, de Q 
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Les forces extérieures sont définies par leur puissance 
P—Lp-+Mq+Nr 
d’où la forme de Pfaff 
a—Lo'+Mw?+Nw* et Qy=(Lw'+ Mw’ + Nw) A dt 


en désignant par L, M, N les composantes du moment résultant par 
rapport à Ox, Oy, Oz des forces appliquées au corps d'où 


Q = A(dp A 0") + Bldg Aw") + C(dr À w) 
— Apw’ /\ w°— Bqw’ /\ w' — Cro’ /\w 
— [Apdp + Bgdq + Crdr — (Lw' + Mw* + Nw°)] /\ dt. 


Equations différentielles du mouvement : 


20 — Adp + Bqw' —Cro* + Ldt—0 
= — Bag + Cr! — Apo? +Mdi=o 
20 =— Cdr Apo —Bgo' LN dt=o 

way Me pie 

aay —qdt)=0 

DS Gi ee 


Les trois premiéres équations, compte tenu des trois derniéres sont 
les équations du mouvement données par Euler. 


Calcul de Q, trièdre de référence mobile dans le corps et dans 
l'espace. — Il est intéressant pour les applications de connaître 
l'expression de (2, pour un corps solide mobile autour d’un de ses 
points quelconques O lorsqu'on utilise pour trièdre de référence un 


trièdre mobile à la fois dans le corps et dans l'espace. Soient i Bi k, 
les vecteurs unitaires du trièdre de référence, (', Q?. 0° trois formes 
de Pfaff construites sur les paramétres caractérisant la position du 
trièdre mobile autour du point O fixe, x, y, z, les coordonnées d’un 
point M du solide par rapport au trièdre mobile, w', w*, w* étant 
trois formes de Pfaff construites sur les différentielles des paramètres 
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caractérisant le déplacement absolu du solide, p, q, r, les compo- 
santes de la rotation absolue du corps par rapport au trièdre mobile. 


dOM — (w*z — w"y)i + (w'x — wz) } +E (w'y — wa) k 
V=(qz —ry)i + (rw — pz)j +(py —qx)k 


Calculons la différentielle de dV compte tenu de l’expression des 

différentielles de di, dj. dk 
di=0;—0%, dj=Qk—O%, d—Qi-0f 

dV = [zdq — ydr + que — rdy + (rw — p2)(—°) + (py — qa) Q'Ji 
+} [adr —2dp + rde — pdz + (py — qx)(— 2") + (gy — ry) Oj 
+ [ydp — «dq + pdy — qde + (gz —ry)(— 2") + (re — pz) Q']k 
dx, dy, dz, différentielles des coordonnées de M par rapport aux 
axes mobiles ont pour valeur : 


dx = (w* — Q?)z — (w° — 2")y 
dy =(w° — 0')a — (w' — 0')z 
dz = (w' — 2')y —(w* — 2*)x 


d’où l’expression de dV 


dV =| —a(qo' + ro) +-y[pQ + go — 0) — dr] 5 
+ 2[pQ? + r(w' —Q!)+ dg} ii 
+ fa[gQ! + p(w’ — 2°) + dr] : 
| —_ yfrw* + poo'| + 2[qQ? +r(w* — Q*) — dp] iy 
+ fa[rQ! + p(w’ — 0°) — dq] - à 
4 yfrQ + q(w? — 0") + dp| —2(po' + qu) Sh. 


Formons dans l’espace à 7 dimensions l'expression kydv' /\ dx 
k,, symbole de Krénecker 

Ieydo' \ dar! = a"[dr /\ w° + dq A w* + apo* /\ 0’ — pa No 
i, +qQ! \ ou rQ! x re + pQ° A w°] 
y{dp A w' + dr A w+ ago" A 0! — qu Ao 

+ A ot — pO" aan Ao 

42 [dg A a+ dp Ao! bare! AT At 

+ pQ? A wo — 40" /\w + rQ? A w'| 
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+ y2[— dr À w* — dq /\ w° + agu' /\ w° + arw*/\ wo! 

LE p(Q? A wo? — 0° A w*) — qQ! A w* +r! À w°] 
+ zal — dp /\ w° — dr À w' + are” A wi + apo! /\ w° 

L g(Q? Aw? — 0! A 0') — rQ? A 0 + pQ? A o'] 
4. xy[— dq /\ wo! — dp /\w + apo’ /\w'+ 2g" /\ w° 

+ r(Q! Aw! — Q A w*) — pQ? A w' + qQ* A w’]. 


Calculons de méme kyvide! 


kyvide! = a°[rdr + qdq + pr(w* —Q*) — pq(w* — Q?)] 
+ y" | pdp + rdr + qp(w* — Q*) — gr(w'—Q")] 
+2" gdg + pdp + rq(w' — Q") — rp(w* — Q*)} 
—y2[rdq+qdr+(q°—r*)(w! —Q") — pq(w*—Q*) + rp(w?—Q°)} 
— zal pdr + rdp+(r?—p*)(w*—Q*)— gr(w? —Q°) + pq(w' — Q')] 
— ay[ gdp + pdg+ (p*—9")(@* —Q?) —rp(w' —Q") + gr(w*?—Q?)]. 


Désignons par 


a= {a'dm, b= fy'èm, c= f z'èm, 
D= f yzôm, E= [ zxdm, F— f xyèm 


et signalons que ces quantités sont en général variables avec le temps 
puisque les axes sont mobiles dans le corps et dans l’espace. On en 
déduit : 


(= a w,om — as (kydu' /\ dao! — kyv'dv/ /\ dt)èm 


a[dq A w° +dr À w°+ apw* A w°— pQ? A w° 
+ gQ' A w® — rQ! A w*+pQ* A w] 

b[dr /\ w° + dp /\ w' + 2q0° A\ wt — qQ! A w' 
+ rQ? À w' — pQ? À w° + qd! A w'] 

c[dp A w' + dq À w°+2rw" A wo? — rQ! A w° 
+ pQ? À w? — qQ A w'+rQ? A Q!] 
] 
] 


Or 
+ 
+- 


— D[dg A w° + dr /\ w* — 2qw' A w? — arw° /\ w' 

DL No =—0 A w*) + gQ! Aw'— rQ! Aw 
— E[dr À w' + dp /( w* — arw* /\ w* — apo! A w° 

— 9(Q? A wo — Q' A w') + rQ? A w° — pQ? A w!' 
— F{dp \ w° + dq À w' — 2pw° A w'— 2qw° A w° 

— r(Q'" A wt — 0? A w*) + pQ? A wt — gQ? A 0°] 
— a{qdq + rdr + pr(w* — Q*) — pq(w° — Q°)] A dt 
— b[rdr + pdp + gp(w* — Q*) — gr(w' — Q*)] À dt 
— c{ pdp + qdq + rq(w' — Q") — rp(w? — Q*)] A dt 
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+ D[rdq + qdr + (q° — r*)\(w' — Q') 
— pq(w* — 2") + rp(w* — QT A dt 
+ Elpdr-+ rdp + (n° — p’)(w* — 0) 
— gr(w* — Q*) + pq(w! — Q')] A dt 
+ Fladp + pdq + (p* — q°)(w° — 0") 
— rp(w' <= Q)') + qr(w* Se Q°)] A dt. 
Cas particuliers. — 1. Axes fixes dans le corps 
at+tb—C, b+c—=A, cta=B, Q'=o', W=o’, Q—w 
Q,—= Adp /\ w'+ Bdg /\ w° + Cdr /\ w° 
— Apw* /\ w® — Bgw*° /\ w'— Crow’ A w° 
— D{dg /\ w°+ dr /\ w° — qu' A w* — ro’ /\w'] 
— Efdr A w'+dp /\ w°— rw’ /\ w* — pw'/\w] 
— F{dp A w° + dr /\ w' — pw’ /\ w' — qu* /\ w*] 
— [Apdp + Baqdq + Crdr — D(qdr + rdq) 
— E(rdp + pdr) — F(pdq + qdp)] /\ dt 
A, B, C, D, E, F sont des constantes 
On vérifie que 
Q,=— d|Apw' + Bqw* + Cro’ — D(qw* + rw’) — E(rw' + pu’) 
—F(pw*+-qo')——(Ap'+ Bq + Cr — 2Dqr— 2Erp— 2Fpq)dt}. 


2. Axes fixes dans l'espace 
a+b—C, b+c—A, ct+ta=B, Q'—Q—Q—0o 


Q,— Adp A w' + Bdg /\ w* + Car /\ w'+(B+C— A)(w* A w!) 
+(C+B—A)jo* A w'+(A+B— Co A 
— D{dg A w°+ dr /\w*— 2q(w' A w*) — 2r(w° /\ w")] 
— Efdr A w'+dp /\w* —2r(w* /\ 0") — ap(o! /\w*)| 
— Fldp A w+ dg /\w'— 2p(w* A w')— 2g(@ A") 
— { Apdp + Badq + Crdr — D(qdr + rdq) | 
= Ne pdr) — F(pdq + qdp) 
+ (G— A)prw* + (A — B)gpw’ + (B— ©)rpw | | 
| pe D[(q? — rw" — pqw* + rpu”] 
— Ef(r—p'ho— gro +pqe : 
Lire sed — F{(p°— q')w° — rpw' + gro” | | /\ dt. 


3. Corps de révolution. L’axe Oz du trindre étant l’axe de révo- 
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lution, Ox et Oy sont mobiles dans le corps et dans l’espace 


ES Aide A 
2 2 


Q,=— Adp /\ w' + Adq /\ w* + Cdr /\ w° 
+ Cpow* A w° + Cqw’ /\ w'+ (2A — C)ro' À w° 
— Ari) A w C0 No Ag No 
+ CqQ! A w° + ArQ* A w' + ApO? A w° 
— [Apdp + Aqdq + Crdr 
+ (C — A)pr(w* — Q*) — (C — A)gr(w' — 0')] A de. 


S lll. — Principe de l’étude 
des systèmes mécaniques sans coordonnées. 


L’exposé précédent par son développement pourrait accréditer 
l'idée qu'il est nécessaire d'utiliser des coordonnées pour étudier les 
propriétés des systèmes dynamiques. On se libère aisément de la 
servitude des coordonnées en envisageant la question sous l'angle 
suivant : 

Un système holonome sera caractérisé par une forme Q de degré 2 
de rang 2n définie sur une variété ('°) Viner. la variété V,., espace 
temps étant fibrée et ayant pour fibre V,, pour base la droite numé- 
rique {, V1, est l’espace des vecteurs tangents aux fibres de V,. , ('°). 
Soient T l’espace tangent à la variété V.,,,, T’ l'espace dual de T, 
A(T’) l'algèbre extérieure construite sur T’, somme directe des sous- 
espaces vectoriels A’ des divers degrés r > o engendrés par les formes 


de degré r. 


Opérateur i(x) de M. Henri Cartan('’). — x étant un champ élé- 
ment de T on appelle avec M. Henri Cartan antidérivation définie 
par l'opérateur i(x) un endomorphisme de A(T’) de degré — 1 qui 


(5) Cf. M. Gu. Euresmann, Espaces fibrés associés à une variété différentiable, C. R. 
Académie des Sciences, t 216, p. 628. 

(15) Cette conception de V,h., se justifie car en un point M de V,,, les n directions 
des fibres définissent un repère R, qui lorsqu'on munit d’une métrique V,,,, coincide 
avec le repère R défini au § II, 4. 


(7) Cf. M. H. Carran, Colloque de Topologie, Bruxelles 1950, Masson et C°, Paris. 
1450, p. 15-27. 
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d’une part applique un élément de A” dans A7", d’autre part pour 
aeA?, beA7, abeA'(r — p + q) 


satisfait à 
i(æ)a . b = (i(w)a)b + (— 1 Ya. (i(æ)b). 


L'algèbre A(T’) étant engendrée au sens multiplicatif par ses éléments 
de degré o et 1 (A° est identifié à l'anneau des fonctions numériques) 
l'antidérivation i(x) est déterminée quand elle est connue sur A° 
et A'—T’, elle est nulle sur A°, elle se réduit sur A‘ au produit 
scalaire définissant la dualité entre T et T’. 


Pour eR cere) Dir TT. 

Il en résulte que l'opérateur i(x) appliqué à un élément de degré r 

de A(T’) noté (x, /\æ, /\ --: /\æ,) s'écrit 

. / 4 , cay ! 

u(x) (x, /\ de \tr) = a ASA se La, >, /\ ee \ Th /\ oe. 
ix<k<r : 

le signe — signifiant que le terme situé au-dessous doit être supprimé. 

Notons encore que l’opérateur i(x) est de carré nul puisque son 
carré est nul sur A° et A‘. 

Ces généralités essentielles extraites de la conférence de 
M. H. Cartan (‘’*“) étant rappelées, l'opérateur i(x) applique en 
particulier la forme () de degré 2 dans le sous-espace vectoriel T’ des 
formes de Pfaff. 

ner 
symbole qui lorsque V,,., est rapportée à un système de coordon- 
nées 9%, a (0 à 2n) donne 
i(x)Q = kag(w*do" — xde®) 
puisque () = k,gdo* /\\ def, kag tenseur anti-symétrique fonction de 
l'anneau A°, x a pour composantes x*, et que nous supposons le 
produit scalaire défini par le symbole de Kronecker. ae 
En particulier avec un système de coordonnées Hamiltoniennes 


Q = dp,/\dqi — dH /\dt + Qidq'/\dt 
ix)Q = x;| d ir — ri HU Oa 
Net dpi dq; . 
re (an tw Qu) 


(17bis) Le point de vue adopté ici est plus restrictif que celui de M. H. Cartan a oe 
lecteur est prié de se reporter ; toute cette application est rédigée en conservant les idées 
et les notations de M. H. Cartan. 
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Le système différentiel X des caractéristiques de ( peut s'écrire d'une 
infinité de manières au moyen de 2n champs (x', x”, ..., x”) 
indépendants c'est-à-dire tels que (&'/A\x°-.: /\ x*"=£0). Lorsqu'on 


r , r . , - ro) = 
écrit les équations caractéristiques de Q sous la forme Red 


a(1 à an) cela revient à prendre pour les x 2n champs particuliers 
(Qi0 ere Len) 

Remarquons que pour un x quelconque €T, la forme de Pfaff i(x)Q 
n’est pas une forme quelconque de T’ elle appartient au sous-module 
des formes caractéristiques de (2. 


Champ caractéristique E. — La forme () de degré 2 étant de 
rang 2n, définie sur V,,,,, il existe un élément EeT défini à un 
facteur (fonction numérique) près, qui applique Q sur le zéro de 
l'espace des formes. E est appelé champ caractéristique et on a: 


Le but de notre étude étant de faire la théorie des liaisons de nature 
quelconque pour les systèmes paramétriques, les théorèmes suivants 
jouent un rôle important. 


Tuéorème 1. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
forme de Pfaff x appartienne au sous-module des formes caractéristiques 


de Q est i(E)r — 0. 


1° La condition est nécessaire car si 7 appartient au sous-module 
des formes caractéristiques, il existe &eT modulo E tel que i(x)Q —+. 


iEyr = i(E). i(2)Q = — i(z). i(E)Q 


ÜE)Q —o entraine i(E)n=o. 


2° La condition est suffisante. En effet pour aeT, el’, il suffit 
de remarquer que la condition i(a)}r — 0 signifie que x appartient à 
un sous-module de T’. Appliquer à a—E la proposition indique 
ane m appartient au sous-module des formes caractéristiques 
e 


Taéorème IL. — Soit f une fonction numérique sur V,,.., la valeur 
numérique de f sur une ligne caractéristique de Q est une fonction du 
paramètre t dont la dérivée première par rapport à t est iE). df, la 
dérivée n*(i(E). df)”. . 


a à. 
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Avant de démontrer ce théorème nous remarquerons que / étant 
une fonction numérique sur V,,,, l'opérateur i(E) appliqué à la 
forme df lui fait correspondre une nouvelle fonction numérique 
fe = KE). df. Dans le cas particulier où E a relativement à une base 


i LA “ 1] ra) . . . 

x'an composantes nulles, la 1° égale a 1, | pa’. Ceci justifie la 
LR i x 

définition suivante : 


Dérinition. — Fonction dérivée première d'une fonction numérique 
par rapport à un champ. — f étant une fonction numérique sur V,,., 
nous appellerons dérivée première de la fonction f relativement au 
champ E la fonction fg” —1i(E)df. La fonction ff? étant elle-même 
une fonction numérique sur V,,,, on peut appliquer l'opérateur i(E) 
à la forme dfg” et appeler dérivée seconde de f par rapport à E 
f# —iE).dfs que nous écrirons symboliquement (i(E).df)"”. 
D'une manière générale la dérivée n° de la fonction f par rapport 


à E est la fonction ff” = i(E). dfx"~” = ((E). df). 


Remarques. — 1° Si f est un produit de deux fonctions u.v on 
démontre d’une manière classique 


(a. vO = uf? .v---+ Cha”. vf +: Lu. ww. 


2° Relativement à deux champs pris dans l'ordre E,, E, on peut 
définir pour les fonctions numériques une dérivation iE,)d(i(E,).df Fe 
Ces généralités étant posées démontrons le théorème II. Soient f 
et g deux fonctions numériques sur V,,,,5 considérons les deux 
fonctions i(E).df et (E).dg. Si f est une fonction de g, af est 
proportionnelle a dg; l'opérateur i(E) étant linéaire et homogéne 


df _ UE). df 
dg i(E).dg 


En prenant g—t et choisissant la fonction numérique arbitraire 

dont dépend le champ E défini comme solution de (E)Q =o telle 
ue E)dt— 1 

q ape = 

(pdf fi. 

dt 

Au second membre on doit considérer la fonction f; comme fonction 

de ¢ sur la ligne caractéristique. 
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En répétant sur la fonction Sf? le raisonnement fait sur f nous 
écrirons le long d'une ligne caractéristique du champ E 


f= (WE). df). 
Par récurrence HOUR Of ies 
Application. — Si on choisit 2n fonctions f; indépendantes sans 
singularité dans le voisinage d'un point M, on a pour représenter 
les lignes caractéristiques du champ E le système de 2n équations 
différentielles qui s'écrit 


=i). df. 
Ce systéme permet d'étudier l'aspect local du mouvement au 


voisinage d'un point M, de la variété, puisqu'on peut calculer toutes 
les dérivées successives en M, au moyen de l'opérateur i(E). 


F ; bin, © «: lues kill #9 
— —- - t “ A . 


b i » 
afc, » easy? wile? 


TE % + Yi nt thy’ Me 


ae? 


CHAPITRE II 


THÉORIE D’UNE LIAISON IMPOSEE A UN SYSTÈME MATERIEL 


§ I. — Généralités. 


Soit un système matériel S formé de points et de solides dépen- 
dant de n paramètres q'. Dans ce système il existe des liaisons holo- 
nomes dont on a tenu compte en disant que le système dépend de n 
paramètres. Il a pour image une variété V,,,, précisée au cha- 
pitre 1, § II. 


Dérinition. — Nous dirons qu'on impose une nouvelle liaison 
au système holonome S. 

1° si l’image de S est une sous-variété de V,, , ,a(M) =o, MeV... .. 

2° si on ajoute au champ caractéristique E un champ de liaison 
E,, champ da aux forces nécessaires à la réalisation de cette liaison. 

Quand on emploie un systéme particulier de variables de position 
q' de vitesse q', et le temps ¢, cette définition se traduit par 

1° une relation a(q', g', {}—0, i variant (1 à n), admettant des 


6 ie : da j : : . 
dérivées partielles —,40 pour un i au moins (si la relation est 
dû! 


holonome nous conviendrons de la remplacer par sa dérivée par 
rapport à @). gee Bee Li 

2° une force généralisée L à ajouter aux forces appliquées à 5, 
dont les composantes covariantes L; par rapport au repère naturel R 


(chapitre 1, § II, 4) sont définies par la puissance relative P= ¥ Liq’. 


Quand on caractérise le système S par une forme Q sur V,,.45 
astreindre S à une nouvelle liaison revient à remplacer ( par 
Q +0, Q,—L;dg'/\dt avec la condition forme da—0. 

Dans l'expression de P les L, sont des fonctions des g', q', {, 
l'indice i prenant toutes les valeurs possibles ; dans l’expression 
de P on ne tient pas compte de la relation a — 0. 
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Remarques. — 1° Il existe une relation liant la forme du et le 
champ E,, qui lorsqu'on utilise des coordonnées se traduit par une 
relation liant des dérivées partielles de la fonction a et les L;. L'étude 
de cette relation fait l’objet du § II de ce chapitre. 

2° Au point de vue où nous nous plaçons si on considère un 
solide S astreint à rouler sans glisser sur une surface donnée cette 
condition se traduit par trois relations et le solide S sera considéré 
comme astreint à trois liaisons du type précité. Pour préciser pre- 
nons une sphère S homogène de rayon a astreinte à rouler sans glisser 
sur un plan fixe; par rapport à un repère fixe formé d'un trièdre 
trirectangle 
E, n, & désignent les coordonnées du centre deS, 

Pq, r, désignent les composantes du vecteur rotation instantané, 
u, v, w, désignent les composantes de la vitesse du point de contact. 

Les liaisons se traduisent par 


+49 0 v—n—ap—=0o \w—{—o 
PAU pe" Pi Zp 
Au contraire une sphére qui glisse sur le plan n’est astreinte 
qu'à une liaison (—a—o P= N(Z = fit a v’) (voir la théorie 
au § 6 de ce chapitre). 


§ IT. — Relation entre la forme da et le champ E,. 


La relation de liaison étant définie par une fonction numérique 
a=o sur V,,,, la forme da doit être nulle sur les lignes intégrales 
des équations du mouvement, elle appartient donc au sous-module 
des formes caractéristiques de la forme (2+ (),. D'après le théoréme I 
du § III, chapitre 1, la condition nécessaire et suffisante pour qu'il 
en soit ainsi est que 


(Ter) UE +E,). da — 0 
qui s'écrit encore 
(IL, 2) i(E,) . da + i(E). da — 0. 


Explicitons la condition (II, I) en prenant comme variables les 
variables Hamiltonniennes. La forme ( caractérisant mécanique- 
ment le système S est 


Q = dp; A dq' — [d(T, — T,) — Q, dq'] A dt. 
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La liaison est définie par a(p,, q', ()=0, Q,= L,dq' / dt. 
Les équations caractéristiques de la forme Q + Q, sont: 


d(Q + Q,) , OT, —T,) 
L — di NES 2 0- 
Gp) Ee é 
OQ + Q,) [ (T, —T,) 
ae Ee red OR a |; 
a(dq') a ph oq | 
La forme da — _ dp; + ae dq‘ + ba dt devant appartenir au sous- 
dp,  dq' dt P 


module des formes caractéristiques de ( + Q, dont une base est 


A~O+0) wQ+Q)) ae 0û (Q-+ O01), da a(Q + Q,) 


(dp) ddg) ap, d(dg) ‘og  d(p) 
d’où la condition 


PO 4p, TT). da OT, —T.), da 
mJo+L dq' Fes dD; Lars 


Interprétation de la condition (II, 1). — La condition (II, 1) peut 
s'interpréter de deux manières différentes. 


Premier point de vue. — Les champs E et E, étant connus, la 
condition (II, 1) est une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre définissant la fonction a. Elle exprime la condition nécessaire 
et suffisante pour que a—const. soit une intégrale première du 
système des équations différentielles des caractéristiques de la forme 
Q+Q,. Comme l'intégrale générale d'une équation aux dérivées 
partielles linéaire, du premier ordre dépend d’une fonction arbi- 
traire, F(a)— const. est aussi intégrale première mais ne constitue 
pas une intégrale distincte. 

Conséquence : La relation de liaison ao ne peut être choisie 
arbitrairement c’est une intégrale particulière de l'équation aux 
dérivées partielles. Cette relation de liaison est aussi représentée 
analytiquement par F(a) =o avec #(0)—0; c'est pourquoi nous 
dirons que par rapport à un système holonome S une relation de 
liaison n’est définie analytiquement qu'à une fonction arbitraire 
près. 

Deuxième point de vue. — La sous-variété a—0o de V,,,, étant 


donnée, la condition (II, 1) est linéaire par rapport au champ E, 
comme le montre (II, 2). Il existe une infinité de champs E, satisfai- 
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sant à (II, 2). On peut donner une interprétation géométrique à 
(II, 2) en utilisant le repère naturel R (chapitre 1, § II, 4). Au point 


M de la variété V,,,,, considérons le vecteur L (composantes cova- 


- ; da 

riantes L;) et le vecteur a | composantes contravariantes = 

18) 445) Li est le produit scalaire de ces deux vecteurs 
i=1 Pi 

i(E).da fonction numérique, que nous désignons par «, ne dépend 

pas de la force de liaison. L’équation (II, 2) prend ainsi la forme 


géométrique a.L+a=o, et signifie que l'extrémité du vecteur i 
d'origine M situé dans un hyperplan défini par l'équation 


! 0a 
S —L,+a =o. 
2 ap, 


Cette équation détermine si l'on veut une des composantes L; en 
supposant les (n — 1) autres connues. 


§ III. — Distinction entre une intégrale première 
du mouvement de S et une liaison imposée a S. 


Si i(E).da—o en tout point de V,,,, cela signifie d’après le 
théorème I (chapitre 1, § III) que da appartient au sous-module des 
formes caractéristiques de (, en d’autres termes a—0o est une 
intégrale première particulière du système des caractéristiques de (). 
Cette liaison peut en particulier être réalisée sans adjonction de forces 
nouvelles au système mécanique S puisqu'on peut satisfaire à (II, 1) 
en prenant le champ E, nul. Ceci nous permet de préciser la notion 
de haison imposée à un système mécanique S. 


Dérinition. — Une liaison est imposée à un système S, quand 
a—0o n'est pas une intégrale première particulière des équations 
du mouvement de S. Cette définition se traduit par la condition 
i(E) . da = 0, qui lorsqu'on emploie des coordonnées Pp» q', t s'écrit: 


0G As 5 OCT is TS) ey 0a, OCT, — Toppy da 
D (ae Sd MO ec 


im: OP; og rt eee 
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S IV. — Liaison du type ao, Ae. Compatibilité. 


Dans un trés grand nombre de liaisons usuelles le mécanisme de 
la liaison est tel qu'on connaît à priori la direction de la force de 
liaison généralisée L, c’est-a-dire que le champ de liaison E, est de 
la forme Ae champ de direction connue, À fonction numérique à 
déterminer. Exemples 

1. Deux solides en contact sans frottement, la force de liaison 
est dirigée suivant la normale commune. 

2. Deux solides glissent l’un sur l’autre avec frottement, la force 
de liaison obéit aux lois de Coulomb ou à des lois de Coulomb 
généralisées. On connaît donc la direction de la force de liaison 
puisqu'elle est située d'une .part dans le demi-plan défini par la 


normale commune et le vecteur opposé à la vitesse de glissement Ÿ., 
d'autre part fait dans ce demi-plan avec la normale commune l'angle & 
tel que tgo—f (f—const. loi de Coulomb ordinaire, f fonction 
de la vitesse de glissement, de la composante normale N de la 
pression des deux solides, loi de Coulomb généralisée). Même résultat 
quand on tient compte du couple de résistance au roulement et de 
pivotement. 

3. Liaison de puissance nulle. Voir ce qu'il faut entendre par là 
au §V. 

4. Liaison par asservissement de M. H. Béghin dont la direction 
d'action est connue. 

En mettant en évidence la direction e du champ de liaison E,— 2e 
l'équation (II, 2) s'écrit 


(II, 3) Ai(e).da+i(E).da—o. 


Par hypothèse dans le cas d’une liaison imposée à S i(E).da#o, 
l'équation précédente détermine pour le facteur À une valeur finie 
si i(e). da 0. Les hypothèses i(E) . da +0, i(e).da=0, conduisent 
à attribuer une valeur infinie à A. Sous l’action d’une force dont 
la grandeur devient infinie, les liaisons invariables dont on a 
nécessairement tenu compte dans la mise en équations du système 
paramétrique cessent de l'être. On doit donc envisager la déformation 
de ces liaisons. Au sens de la théorie des solides invariables on ne 
peut aborder l'étude du cas i(e).da—o pour lequel le postulat du 
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chapitre 1 SIL (système des forces intérieures impuissant) n est pas 
valable. Nous rencontrerons un exemple de cette circonstance dans 
le cas du frottement de glissement, de roulement, de pivotement à 
la fin de ce chapitre. Ce qui précède nous conduit à la notion de 
liaison compatible. 


Dérinition. — Compatibité d'une liaison du type a=o, he. — 
Une liaison imposée à un système mécanique S du type a—0, ke, 
est dite compatible si i(e).da Æ 0. 


Remarque. — Si en un point M, de V,,,, appartenant à la sous- 
variété a—0o on a simultanément (i(e).da), =o, (i(E).da), =o, 
À n'est pas déterminé par l'équation (II, 3). On peut alors le déter- 
miner au moyen de la valeur de a® calculée en appliquant le 
théorème IT du chapitre 1 § III. 


a” — (i(E + Ae) . da)? =o. 
\'(i(e)da)® + Al (t(e)dA) . (i(e)da) + (i(E)dA) . (i(e)da) 
+ i(e)d (i(E)da) + i(E)d(i(e)da)]+ (i(E)da)® =o 
relation qui en M, se réduit à 
Ai(t(e)da) + À [i(e)d(i(E)da) + i(E)d(i(e)da) | ot ((E)da)? = o. 
Cette équation du 2° degré en A, le détermine généralement, sinon 


on utiliserait la première expression de (i(E-+-Ae).da)™ non 
identiquement nulle. 


V. — Liaison de puissance nulle. 


Cette catégorie de liaisons se caractérise aisément quand on prend 
comme variables les variables lagrangiennes (q', g', ¢). La puissance 
d'une force définie par Liq‘ dépend comme la vitesse du repère choisi. 


Elle revêt donc deux aspects distincts suivant le repère (chap. IS IL, 4) 
que l’on envisage 


1. Par rapport au repère naturel R, P — ÿ Liq’. 
ee 


2. Par rapport au repère ® de l’espace de Riemann à (n+ 1) 
dimensions 


fe ÿ Lig’ avec quasi 
i=0 


repère qu'on est obligé d'introduire si les liaisons implicites dont on 


a 
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a tenu compte pour aboutir à la notion de système paramétrique, 
dépendent du temps ¢. Remarquons que la première expression se 
déduit de la deuxième en introduisant la convention de langage 
habituelle : puissance à ¢ constant et que les deux expressions 
coïncident si les liaisons implicites ne dépendent pas du temps. 


Pour la généralité des raisonnements nous utiliserons dans ce 


nien À. 
On s’affranchit du rôle des coordonnées de la manière suivante: 


paragraphe la puissance £— ÿ L;g' par rapport au repère rieman- 
i=0 


à la puissance £ correspond la forme t= LED) Lidq' définie 
sur V,,,. Le long d’une ligne intégrale & des équations du mouvement 
relatif au champ E+E,, la valeur de la forme x est iE + E,)r, la 
valeur de la forme dt est conventionnellement i(E+-E,).dt—1 


(cf. théorème II chap. 1 § IIT) d'où 


8— T= i(E+ Er. 
Si on considère maintenant l’ensemble des lignes intégrales >, 
&—i(E + Er est une fonction numérique sur V,,... 


Dérinition. — Nous dirons qu'une liaison est de puissance nulle 
si ÂE+E,)r — © est nulle sur l’ensemble des lignes intégrales du 
mouvement de S astreint à la liaison. 


Tutortme. — Une liaison de puissance nulle a pour expression 
a û bast 
analytique Ÿ 1q' les quantités |, étant des fonctions de q',q', L. 
i=0 


Les deux équations a—o, €—o ne devant pas constituer deux 
relations de liaison distinctes, sont deux formes analytiques équiva- 
lentes de la liaison imposée à S au sens donné à cette expression 
au § II. On peut donc prendre comme expression analytique de la 
liaison f—W(E+E)r—o. Cette dernière équation montre que T 
n’est définie qu'à un facteur près fonction numérique sur Vase 
Quand on prend les variables lagrangiennes il en résulte qu'une 
liaison de puissance nulle est définie par 
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Cas particuliers. — 1. Les J, sont des fonctions des q' seulement. 
Ce sont les liaisons linéairement non holonomes classiques 
n 
» hgh=101 
= | 


2. Les J, sont les dérivées partielles d’une fonction a(q', ¢). Ce 
sont les liaisons holonomes. 

3. Les J, sont les dérivées partielles par rapport aux q' d'une 
méme foneton homogéne de ae m par rapport aux q' a(q', q', t) 


n 


= a Oe 
a ea 


Ce sont les liaisons découvertes par Appell “”. 


— 


Remarque. — Les liaisons d’Appell contiennent comme cas 
particulier les deux précédents : m—1 liaisons linéairement non 


OT 
holonomes, m—1, ee liaisons holonomes. 
q 


Valeur du facteur À pour une liaison de puissance nulle. — 
L’équation (II, 3) avec a— J‘, devient 


x S (M) ao, (Ed 


da da dg! __ da 
opi og! dp, dd! 


(gŸ tenseur métrique de V, ou V,.,) jg —# sont les com posantes 
contra-variantes de la direction d’action de la force de liaison par 
rapport au repére R.A est donc déterminé par 


(II, 4) à (Et teats 
Cas particulier. — Liaison d'Appel. = i (EE, 4) devient (II, 5) 
(II, 5) à St )+a=o. 


or ij 


Comme Dr] est le carré de la grandeur du vecteur À par rapport 


(13) Cf. P. Apprii, Comptes rendus de l’Académie des Sriences, 1911, tome 152, p. 1197- 
1109. 
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au repére R le coefficient de A pour les liaisons d’ Appell est toujours 
une quantité positive. Ce fait a une trés grande importance pour 
l'unicité des mouvements d’un système S soumis à des liaisons de 
classe U (liaisons unilatérales) étudiées au chapitre IV et V. 


§ VI. — Etude de la liaison constituée par le contact de deux solides 
glissant, roulant et pivotant l’un par rapport à l’autre. 


Considérons un repère mobile formé par un trièdre trirec- 
tangle MXYZ ayant pour origine le point de contact des deux 
solides S, et S,, pour axes la normale commune dirigée vers $,, 
MX et MY étant situés dans le plan tangent commun liés à un 
système de deux lignes orthogonales tracées sur S.. 

Notations par rapport à ce trièdre soient : 


QP, P?, P*) la rotation du trièdre de coordonnées 

@,(p', p’, p°) la rotation absolue du corps S, 

Yao, (2, a, a) la vitesse absolue de G, centre de gravité de S, 
MG, (g', g', g°) les coordonnées de G, 

w,(p*, p’, p°) la rotation absolue de S, 

RAC a°, a’) la vitesse absolue de G, 

MG, (9°, g°, g°) les coordonnées de G, 

R la résultante des actions de S, sur S, 

K le moment résultant par rapport à M des actions de S, sur 5, 
Vea! la vitesse du point de S, en contact avec S, en M 


Vus, la vitesse du point de S, en contact avec S, en M. 


Le vecteur (aie — vin représente l’état cinématique de S, 
par rapport à S je Ce vecteur a pour composantes : 
at = a' —a+(g'p—gp)— (gp —9 P) 
va ogy op )— 9 Po D 
oe et gp Jp) Ag pgp) 
: La condition de contact de S, et de S, se traduit par u’ =o. Elle 
© constitue la relation de liaison au sens du paragraphe I. 


(HM, 11) aa — a+ (g'p— gp) — (gp 9 P) =o 
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Evaluons la puissance du système des forces de liaison. 
Le vecteur caractérisant la rotation relative de S, par rapport à S, 


> — 
est w,— w, dont les composantes sont : 


bent 


sur le plan tangent commun w,)° , ; 
eld Pare 
sur la normale commune w, p° — p’. 
La puissance des forces de liaison est : 
P= R(Vus, a Vus.) a K (w, =" w,) 3 
Dans l'hypothèse Vus, £ Vis w, ae (aes P non nulle n’est déter- 


minée que si on précise direction et grandeur de R et de K. C'est 
le but des lois de Coulomb que nous rappelons 


> —— — => 
1) Lois concernant R - Vys, — Vus, — V dont la composante nor- 
male est nulle si $, et S, sont en contact a une composante tan- 


gentielle ve vitesse de glissement de S, par rapport à S.. Ra une 
composante tangentielle T et une composante normale N. 
a) La composante tangentielle T est colinéaire a V, mais dirigée 
en sens opposé. 
b) IT! est lié à IN | par la relation TAN, J coefficient de frotte- 
ment d’où 
R (Vas, — Vus,) = Nu’ — fINV,|. 


. > — > “ > 
2) Lois concernant K .w,— w, a une composante tangentielle w, 


qui caractérise le roulement de S, par rapport à S,, et une compo- 
= . la . a 7 
sante narmale w, qui caractérise le pivotement de S, par rapport 
> ps — 
à S,. K a une composante tangentielle K,, une composante nor- 
>> 
male K,. 


. 5-2 haat —_ 
a) La composante tangentielle K, est colinéaire à w,, mais dirigée 
en sens opposé. 


b) K, est lié a|N| par la relation |K,|= 6 |N\, à étant un coeffi- 
cient appelé paramétre de résistance au roulement. 

c) K, colinéaire à w, mais dirigé en sens opposé est lié à N par 
la relation |K,|=a|N , @ étant un coefficient appelé paramètre de 
résistance au pivotement. 


ale 
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Il résulte de ces lois 


K(o, —o,) =—|N][2|o,|-+0]0,]]. 


La puissance du systéme des forces de liaison au sens de la défini- 
tion du paragraphe I est 


(I, 6) P—N{u—/flv)—3 
ou (II, 7) 


P=N[u'—fV(w' P+ (p—pY +P) —we(p—p')], 
fo 1, ep —p) > 0, 


w,|] N>o 


> 
O, 


a= KO 


L'expression entre crochets est une fonction des 12 paramètres q' 
caractérisant la position des deux solides dans l'espace et de leurs 
dérivées premières g'. Remarquons que les quantités u', u’, u’, 


p', -.., p° sont des formes linéaires et homogènes des gq‘. Pour 


mettre P sous la forme classique Ÿ L;g, il suffit d'appliquer le 
pe 
théorème d'Euler à chacune des fonctions homogènes : 


heat ae u' HU. uw abe NT 
VOTE = rer ut Vere ened 
Bis P' es À 42 d( p' —P') 
ee ee ee 
Weoryteape oe 
L'expression des L, résulte de là et également celui des /; puisque 

N se met en facteur dans les L;. Il est important de remarquer que 


ce calcul est valable dans l'hypothèse où les coefficients f, 6, &, 
sont des fonctions de N pression des deux solides, de la vitesse de 


i 


VC —p'}+(p—p) q 


> 
glissement, de la rotation w, ou w,. 


Cas particulier. — f, 5, @, sont des constantes ou bien des 
fonctions de N, pression normale considérée comme un paramètre. 
Si on pose 

OL, 8) Yu —fV{uy +) k 

— SV Cp —pY+ pp) — we (p* — p’) 


l'expression (II, 7) montre que P = NW; ¥ étant homogène et de 
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degré 1 par rapport aux d', la forme classique de P est alors (II, 9) 
ce qui permet d’énoncer le théoréme 


.oW . 

: P— NY — 4. 

(HI, 9) ra 
Tutorime I. — Dans le contact de deux solides frottant, glissant, 


pivotant l'un sur l'autre, si les coefficients f, à, w sont constants ou des 
fonctions du paramètre N (pression normale) les composantes cova- 
riantes de la force de liaison par rapport au repère naturel R sont 
proportionnelles aux dérivées partielles par rapport aux q' d’une 


fonction ¥(q', q'). 


Calcul de N. — La liaison constituée par le contact de deux solides 
étant du type a — 0, Ae le calcul de N s'effectue au moyen de l’équa- 
tion (II, 3) qui s'écrit (II, 10) 


(II, 10) N(i(e). da) + i(E). da —o. 


Cette équation si f, 6, & sont indépendants de N est linéaire en N; 
dans le cas contraire elle constitue une équation implicite défi- 
nissant N. 

La détermination effective de N demande le calcul de &(E). da et 
de i(e)da. i(E).da ne peut se calculer que si l’on se donne le sys- 
tème des forces extérieures aux deux solides ; comme ce dernier est 
arbitraire, i(E) . da est une fonction numérique arbitraire sur V, , , ,. 
Quant à i(e).da il est déterminé puisqu'on connaît la relation de 
liaison et la puissance P. 


Tutorime I]. — Dans le contact de deux solides glissant, roulant, 
pivotant l’un sur l'autre, l’invariant i(e) . da est donné par la formule : 


(IL, 12) w(e).da=A-+f(Bsins+Ccoss)+¢(Dcosc+Fsinc)+e0G 


dans laquelle f, à, w, désignent respectivement le coefficient de 
frottement les paramètres de résistance au roulement et au pivotement, 


seta sont respectivement l'angle du vecteur de glissement V, et l'angle 


du vecteur de rotation de roulement ©, avec une direction choisie arbi- 
trairement dans le plan tangent commun aux deux solides, A, B, C, 
D, F, G des coefficients ne dépendant que de la distribution des masses 
dans les deux solides à l'instant t. 

Remarquons que relation de liaison et puissance s'expriment 
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simplement au moyen des paramètres de vitesse a'... af, p'...p': 
a ep —0p JP —0 
VIT 718) 

D EE ope = BS oo (uw) (a) +(u*) Ge _s0V(p'=p')* BO up] 


(65 d( BF) 

F désignant un des paramètres quelconques af ou pf. L'expression 
(II, 13) de P fait intervenir les dérivées partielles par rapport à u', u° 
et p'—p*, p —p, qui ont une signification géométrique. Si s 
désigne l'angle que fait la vitesse de glissement V, avec l'axe MX 


u' : u- 


CPE TE SiS. = 
Vu) +(u) (a) + (x) 
si « désigne l'angle que fait le vecteur rotation de roulement AL 


avec MX 


COS $s — 


a Per sin ¢ = lec ead me à 2 
V(p'— py + (pi —pY V(p'— pt} + (p? — py 


d’où la nouvelle expression de la puissance 


cos o — 


(II, 14) PENZ PE 
avec 

l,,—=—fcoss il ==cos $ 

l,,—=—f sins Pi 

m1 Bi — 1 

l,,=— g" —fsinsg’ — 0 08,8 id dv; +f sin sg° + ¢coss 
i —=g'+f cos sg*— à sin s a — fcossg'+ ¢sing 
i. = — feossg’+fsinsg' —ew ‘1,—fcossg" — fsin sg" +ew 


Tout revient à établir la formule permettant de calculer invariant 
i(e)da au moyen de ces paramètres Be. Or quand on utilise des 


variables hamiltonniennes ie). da = SU quand on utilise des 


variables lagrangiennes, g étant le tenseur métrique fondamental 


i(e). da — D gil, re 
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Si l’on utilise des paramètres de vitesse quelconques liés aux 
paramètres g' par des relations linéaires B? = u?4' 


da da = 


ee ET TE op = ue 
i(e) . da — g'ufuÿl ne Lage 


poe Query étant l'expression contravariante du tenseur fonda- 
mental dans le nouveau système de paramètres. Le tenseur contra- 
variant y*° se déduit du tenseur covariant y,, qui est connu puisqu'il 
est donné par les coefficients de la force vive absolue dans le système 


d’axes MXYZ. Soit 


aT=m Be AGEN ee i +B, (p'y 
+G.( p*)—3D, pip —3E pp — ar ba 

+ m,[(a*)’ + (a*)? -(a@*y? d +A (p+ B.(p*)’ 
-+{-C,( p*)-—2D, pp’ — aE, pp aE ae 


dans laquelle m,, m, désignent les masses des deux solides, A,, ... F,, 
# L e oe pe e “ 

les coefficients de l’ellipsoïde d'inertie de S, par rapport a des axes 
parallèles à MX YZ issus de G, A,, ... F, les analogues pour S,. De 
la résulte 

à chia = vr — » ee: = i : Nr — VE — Wares — A : 

m, m, 
VS ON PORT IE 
Ppa EG | e 

haart * pb : eva De, ni ve" vu 
fee a ; ue ee 5? ; Ver Cc aPsPe = GE 2 oon = e° ; wae A À s 


i(e) .da= yl, ie donne la formule (II, 12) avec pour A, B, C, D. 


F, G des valeurs qui ne dépendent que de la distribution des masses 
à l'intérieur des deux solides à l’instant f. 


Se dar +a(g) a )'—2f"g'g"+a" (9) +6") —af'g'g 

B gp) eG ie) T0 Teo GPA IS EE TE 

(res sur ie —d'g' 9'9 egy —f'g° g°+b*g*g" —d’g‘q° +e(g°) — — f"g°g° 
D=ag" —f'g"+a'g" 

F=—b'g'+f'g — ge ng" 

G=—d'g'+e'g’—d’g'+e'g' 


pue 
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Dans le cas où on suppose f, à, & indépendants de N, N n'est 
fin: pour i(E) .da -£ o que si i(e).da 0. 

Cette question présentant un certain intérêt pratique, nous allons 
montrer brièvement que la distribution de la matière dans les deux 
solides doit être assez particulière pour que i(e).da— 0 soit réalisé 
pour des valeurs de f< 1. 

Pour simplifier prenons le cas d’un solide de révolution glissant 
avec frottement sur un plan, l'axe du solide restant dans un plan 
de symétrie vertical. Dans les calculs précédents on doit prendre : 

1 


g —0, — 0, peo pes p ==p #0, 


Neo, ern ty cr : 


= 4) 
m,k° 


d'où la condition 


kRL(g'ÿ +fg'g —o si coss—1. 


Le glissement ayant lieu dans le sens positif de l'axe des X, 
g° étant positif il faut que g' soit négatif. Prenons pour système de 
référence des axes parallèles issus de G ; les coordonnées de M par 
rapport à O sont E——g', (——g".hk et f étant donnés on en 
déduit que le point de contact M du solide est par rapport à G sur 
la branche d'hyperbole 


(EP + fe = — F 


ko k ENV feds 


eee pl inépaliie. — 
ViVi + ff —1 GM V2 


Si le corps se réduit à une barre homogène NE. donc pour 


axe transverse 


un corps homogène >= La double inégalité n’est vérifiée 
que si f > +. 
§ VII. — Méthode générale de formation des équations 


du mouvement d’un système mécanique astreint à une liaison. 


Tout repose sur la forme extérieure de degré deux associée au 
système mécanique S, car cette forme est susceptible de s'exprimer 
au moyen de formes de Pfaff. | | 

Nous supposerons la liaison / définie par a(p; q', )=0, 
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(2, = Aldq' /\ dt; le cas où (),— Lidq' /\ dt, tous les L; étant connus 
sauf l’un d'eux pouvant être considéré comme un cas particulier 
puisqu'il suffit de grouper tous les L; connus avec les Q; qui corres- 
pondent aux forces extérieures pour être ramené au cas précédent, 
la fonction L; inconnue jouant le rôle de A. La forme {) associée au 
système astreint à la liaison / s'écrit 
() = dp; /\ dg' — d(T, —T,) A dt + Qidq' /\ dt + Aldgq' /\ dt. 
La liaison imposée à S étant par hypothèse compatible (cf. 
: . à RRDur . Z , 
chapitre u, § IV) t(e)da= Y UE 0: il en résulte qu'on peut 
i=1 i 
toujours substituer à deux différentielles associées dp;, dq‘ les deux 
formes de Pfaff x et o définies par 
x — ldq' 
da OA OU 
gs —— dp,+ — dq + — dt 
dD; Pit ai oh oe 
résolubles par rapport 4 deux différentielles associées, soient pour 


fixer les idées dp,, dq, 


Rd da da 

tes di; ro Pe 

d a 2 ; i Pi 2 dq’ 1 ot 
ip — sa 
ap, 


La forme extérieure associée au système exprimée un moyen d'un 
système de 2n formes de Pfaff o, x, w*, « variant de 3 à an s'écrit: 


Q—k,,(0 Ar) + ko A w*) +k(r À w°) 
+ hago A DB — (kw + kr + k,,7— An) /\ dt. 


Les équations différentielles du mouvement sont les équations 
associées à (. | 


20 


(1) ae =kgol—k,o—k,r—k,dt=o en nombre égal à 2(n—1) 
aQ 

(2) a =—hk,,o+k,,w*—(k,,—A)dt=o 
dQ 


(3) ne =k,,t+h,.w*—k,,di=o 


LA 
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auxquelles on adjoint la liaison a—o et les relations de définition 
des formes. 


Forme réduite (2. — Remarquons que si dans () on tient compte 
de la liaison en annulant c, on obtient une forme réduite (),. 


0, = kr À w*) + kag(o* A of) — (kw +k, — Ar) Ad. 


Comparons les (2n — 1) premières équations associées à {), et à () 
dans lesquelles on fait os — 0 
1 20, [e r 4 
(17) Cie à k,,n—k,,.dt—=o en nombre égal à 2(n—1) 
wo 
nwa 
(2) han — (eo — A)dt—o. 
= 2 
On constate que ces (2n — 1) premiéres équations sont les mémes. 
La dernière équation du premier système qui manque quand on 
utilise Q, peut être remplacée par une équation indépendante des 
précédentes. En remarquant que 


00 ___ 20 (dp) _, 


ds dXdp,) ds 


Z —* = oL2 
ol =o est équivalente à 2 

do d(dp,) 
déduit qu'il suffit d’adjoindre aux équations (1’) et (2’) cette équation 


qui s écrit 


=o est réciproquement. On en 


oT 
dq' — — dt=0. 
op, 
Dans l’ensemble des équations ainsi écrites on remplace p, par sa 
valeur calculée au moyen de l'équation a—=0, d’où le théorème : 


Tutorime I. — Étant donné un système mécanique à n paramètres 
astreint à une liaison compatible a(py q's {)=0, Q,— Aldg'/\ dt, 
on peut obtenir les équations du mouvement et le facteur de liaison A, 
en adjoignant aux équations associées à Q,, déduite de Q en tenant 
compte de la liaison, d’une part 7 = ldq d'autre part une des équations 


dj — do, i étant tel que SE o p, étant dans les équations 


remplacé par sa valeur calculée au moyen de la relation a— 0. 
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Remarque. — Dans la pratique si Q est exprimée au moyen des 
variables lagrangiennes q', 4, t, et de leurs différentielles ce théo- 
réme se traduit par la régle suivante: 


Règle. — Pour obtenir les équations différentielles du mouvement 
on substitue dans (} à deux différentielles associées dg', dg’, par 
exemple les deux formes + et c, Q, se réduit de ( en faisant 5 — 0 
et en remplaçant g' par sa valeur calculée au moyen de l'équation 
a(q', g', t)— 0. Les équations associées à (2, auxquelles on adjoint 
d'une part dg' —q'dt—0o, d'autre part r— /dg' déterminent les 
équations du mouvement et le facteur de liaison. 


Forme réduite (), donnant uniquement les équations différentielles 
du mouvement. — {), formé comme on vient de l'indiquer dépend 
de 2(n — 1) formes w* de dt et de zx. 


QO, = kr /\ w* + Lego /\ D — (kw + kyo — Arr) /\ dt. 


Comme x= P,dt, (P étant la puissance des forces nécessaires à la 
réalisation de la liaison P— ÀP,, P,—=(q'), remplagons x par P, dt 
dans Q,. On obtient ainsi une forme 


0, =kygP,dt A w* + kagw* A w® — k,.0% / dt 
= kygw* A w® — (P,k, + k)wt /\ dt 


dans laquelle ne figure plus A. En comparant les équations associées 
à Q, et à Q, dans lesquelles on a remplacé x par P, dt 


d() 
ae = kagw® — (Ph, + kao) dt = 0 en nombre égal à a(n — 1) 
dQ, 
tae kgo® —k,,P,dt—k,.dt—=o en nombre égal à 2(n — 1), 


on constate que ce sont les mêmes. On peut donc obtenir les équa- 
tions du mouvement indépendamment de À au moyen de Q, dans 
laquelle ne figure plus que 2(a — 1) différentielles dq’, dp,, et (2n — 1) 
variables p;, q', p, par exemple étant remplacé par sa valeur au 


moyen de la liaison a—0; l'équation à adjoindre aux équations 


caractérisques de (), étant dg' — dt — O. 


1 


= 
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Formation de (),. — Q, s'obtient en remplaçant dans Q deux 
différentielles associées dp,, dq' par les valeurs 


dg —P,dt— Ÿ lq! 


" da 
2 op 


2 


| a er 
dock 38 ad te 


da 
op, 

TutoréMe II. — Etant donné un système mécanique à n paramètres 
astreint à une liaison compatible a(p;, q', D —=0, Q,=— Aldq' / dt, 
on peut obtenir les équations différentielles du mouvement comme 
caractéristiques d'une forme Q, de rang 2(n—1), déduite de Q, en 


substituant à deux différentielles associées dp;, dg', leur valeur élant 
calculée pour la première au moyen de la différentielle de l'équation de 


i 


dp, =— 


liaison, pour la deuxième au moyen de l'équation ÿ ldq'— P,dt — 0; 


4 
si la variable p, est remplacée par sa valeur extraite de a—0o on 
adjoint au système des équations caractéristiques de Q, la forme 
dq’ — oT, dt 0. 
Opi 

Remarques. — 1. Liaison de puissance nulle £—o; comme 
@—P,-+-/, on remplace dans les formules précédentes P, par — {,. 

2. Liaison de puissance nulle indépendante du temps P=o. 
dq' est une fonction linéaire des (n — 1) autres différentielles. 

3. Liaison holonome indépendante du temps. Dans (), ne figure 

plus un couple de variables p,, q', et leurs différentielles. Les équa- 
tions différentielles du mouvement sont les caractéristiques d’une 
forme extérieure de degré deux de rang 2(n — 1). 
-_4. Si une variable gq‘ ne figure ni dans Q ni dans la relation de 
liaison ni dans P,, il y a un avantage évident à éliminer dg' car Q, 
ne dépendra plus que de 2(n — 1) variables et de leurs différentielles. 
Les équations différentielles du mouvement sont les caractéristiques 
d’une forme de degré deux de rang 2(n — 1), la variable g' étant 
déterminée par une quadrature. 


CHAPITRE III 


SYSTEME MATERIEL ASTREINT A p LIAISONS 


Dérinirion. Un système matériel holonome S caractérisé par 
une forme extérieure () de degré deux de rang 2n définie sur une 
variété différentiable est astreint à p liaisons. 

1° si l’image de S est une sous-variété de V,,,, définie par 


a (M)—o, ... a(M)—o, MeV... 


2° si on ajoute au champ caractéristique E défini par i(E)Q =o, 
p champs de liaisons E', ... E?, champs déterminés par les forces 
nécessaires à la réalisation de cette liaison. 

Quand on emploie un système particulier de coordonnées les p 
haisons sont définies 

a) au point de vue théorique par : 

1° p relations a"(p,, q', ) —0 (A variant de 1 à p); 

2° p formes Q*— L'dg' /\ dt qu'on doit ajouter à Q (i variant 
der àp); 

b) au point de vue pratique par : 

1° p relations a"(g', g', t)=0 À(1 à p); 

2° p puissances P*— Lig i(1 à n). 


Revarques — 1. L'ensemble des p relations de liaisons 
a'—0. ... a =0, peut être aussi défini par un ensemble quel- 
conque de p fonctions de classe C* f,(a', ... a?)==0 (k de 1 à p) 
nulles au point O, dont le jacobien n'est pas nul. Un ensemble de p 
relations constitue donc un sous-anneau de fonction numériques sur 
l’anneau des fonctions numériques dont un choix a‘ ... a? indé- 
pendantes constituent les p éléments génériques. Dans la pratique 
il y a un intérêt évident à choisir ces p éléments aussi simples que 
possible, dans la théorie ce choix n'interviendra pas. 

2. On peut toujours supposer que le champ E* relatif à la A? 


ya 
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liaison est de la forme E"—),e", e* champ de direction connu, 
À, fonction numérique sur V,,,,, car si dans les n composantes de 
E", (n—1) sont connues la n° inconnue, on peut écrire E* —E#+A,e*, 
et considérer le nouveau champ E— E + E? ce qui revient au point 
de vue mécanique à faire passer la partie des forces de liaisons qui 
est connue dans les forces extérieures appliquées à S. Il en résulte 
qu on peut toujours sans restreindre la généralité des raisonnements 
considérer d'une part la puissance de l’ensemble des liaisons sous 
la forme P —4,/?q', d'autre part la forme (), somme des (2* à ajouter 
à Q écrite comme suit (,—A,lidq' / dt, les A, étant p fonctions 
numériques sur V,,_, à déterminer, les /} étant np fonctions numé- 
riques connues. 


§ IT. — Compatibilité des p liaisons. 


Le champ caractéristique pour le système matériel astreint aux p 


P 
liaisons est E+ Y A,e*. Les formes da', ... da’, devant être nulles 
h=1 
sur les lignes intégrales des équations du mouvement, doivent appar- 
tenir au sous-module des formes caractéristiques de la forme () +- Q,. 
D'après le théorème I du chapitre 1 $ III les conditions nécessaires 


et suffisantes pour qu'il en soit ainsi sont 
p 
(II, 1) (E+ >, ju da = 0 h, k(1 à p) 
h=1 

conditions qui s'écrivent encore 

(III, 2) Ai(e*)da* + i(E)da* — o. 

Remarquons que si l’on change la représentation analytique des 
liaisons, les conditions que l’on obtiendrait ne sont que des combi- 

£ of; 

naisons linéaires des p équations (III, 2) car df, == us da“, et 


(E+ dye") df, = Mi(e*)df, + (EB) dfj = 5 2 [Avi(et)da* + i(E) da]. 


Les p conditions (III, 2) constituent un système CM P 
inconnues À,, .. . À,. Les À ne sont déterminés que si det|i e"\da 1Æ 0. 
Cette condition est évidemment indépendante des variables utilisées 
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pour caractériser le système et ses p liaisons. Nous l'appellerons 
condition de compatibilité des p liaisons, car si elle est réalisée les 
facteurs de liaisons À, ne sont ni indéterminés ni infinis. Comme 
nous l'avons déjà indiqué dans le chapitre précédent le postulat 
« Système des forces intérieures impuissant » est valable. Pour cette 
raison nous poserons la définition : 

p liaisons imposées à un système matériel sont compatibles si 


det |i(e")da*|= o. 


Remarque. — Cette notion de compatibilité des liaisons élimine 
une classe importante de mouvements dans lesquels les liaisons sont 
indéterminées au sens de la mécanique du solide rigide, mais cette 
notion est indispensable si l’on veut éviter des résultats paradoxaux. 

Prenons par exemple une barre pesante dont les extrémités A et 
B glissent sans frottement sur un cercle vertical de rayon R. Pour 
AB= oR, abstraction faite des liaisons un mouvement de rotation 
uniforme de la barre autour du centre O du cercle parait possible ; 
si on considére les réactions en A et B, un semblable mouvement 
est impossible car ces réactions ne peuvent équilibrer l’action de la 
pesanteur. Montrons que deux telles liaisons sont d’aprés notre 
théorie incompatibles. 

Soient M la masse de la barre, 4 son rayon de giration autour de 
son centre de gravité. En prenant pour axe polaire la verticale des- 
cendante issue du centre du cercle, pour coordonnées polaires du 
centre de gravité de la barre supposée homogène r, 6; pour angle 
de rotation de la barre 9, la forme Q est 


= di A dr+ r db À db + arb dr /\ di-+K dé A de 


— (i di + r°0 dû +rê? dr+-k*¢d¢) /\ dt+-g(cos6 dr—rsin0 d8) /\ dt. 
Le champ caractéristique E a pour composantes : 


r’§ + 9 cos 0, —* (at + g sin 0), oy Sh eee 


: : T 
Supposons que la barre ait une longueur 2R sin u avec u< —; 
2 
classiquement les deux liaisons se traduisent par les deux relations 
ve : : 
r= Rcosu, Pe à notre point de vue par F—0, ¢ —6=0, 


la barre glissant sans frottement elles sont de puissance nulle 


Bibees Aer Ps ae A(¢— 0). On en déduit : 
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1° les deux formes (' et Q?, 
(à, dr} di, QQ? = 2, (dp — dd) A dt 


: : rae 
2 les composantes des deux champs de direction des liaisons 
e ete 


: — I 1 
#CrI, 020, 03:0,.0, 0) e(o, Ta? Fa? 00,0, 0). 
r : 


Comme nous voulons examiner ce qui se produit lorsque 
ts, T ; $ 
r—R cos u pour ere les deux champs E et e* devenant infinis 


pour cette valeur, nous prendrons pour composantes des champs : 


E(r°(ré?-+-gcos@), —ar(*-+gsin0), 0, rr, rd, rg, r°). 
er. 0,. G50, 0; 10,20) e(o, Par 0 0-0, 0). 


On obtient immédiatement : 
ie')di=r, i(e)di=o, i(e')d(g—6)—0, e)dg—H=1+ 75 


La condition de compatibilité s'écrit : 


i(e*) di. i(e")d(é — 6) = r Le — R' cos’ u(s +) Le 


Tr ‘ee > : 
Pour u—-— les deux liaisons sont donc incompatibles. 
2 


Interprétation géométrique de la fonction scalaire det |i(e*) da“|. — 
La fonction numérique det|i(e*) da*| peut s'interpréter géométrique- 
ment sur V.,., en considérant d'une part le champ d'ordre 
pe e?... /\ econstruit sur les p champse’, e’, ... ep, de l'espace T 
tangent à V,,,,, d'autre part la forme d'ordre pda‘ /\ da’... /\ da’, 
construite sur les p formes da',..., da’ de l’espace T’ dual de T. 
En un point M de la variété, le champ d'ordre p et la forme d’ordre 
p donnent respectivement naissance à un p-vecteur et à une p-forme 
dont le produit intérieur est det|i(e") da“|(**). La condition de 
compatibilité det|i(e") da*|-£ o entraîne donc la non nullité de ce 
p-vecteur et de cette p-forme dont les significations sont les suivantes ; 

1° la non nullité du p-vecteur signifie que les directions des 


(1%) Cf. N. Boursaxt, Algébre multilinéaire, Actualités scientifiques N° 1044, Hermann, 
Paris, 1948, p. 106. 
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forces de liaisons en un point M de la variété V,,,, forment un 
p-édre par conséquent sont indépendantes. 

2° la non nullité de la p-forme entraîne que les p fonctions défi- 
nissant les relations de liaisons sont indépendantes. 

Au point de vue analytique la condition de compatibilité se tra- 
duit ainsi : 

Si on désigne d’une part par A la matrice à p lignes dont les élé- 
ments d’une ligne sont les composantes d’une des p formes 
da‘, ... da? par rapport à la base (dp;, dq’, dt), d'autre part par L la 
matrice à p colonnes dont les éléments d’une colonne sont les compo- 
santes d'un des p champs e’, ... e? le produit de A par L définit une 
matrice carrée d'ordre p dont le déterminant est le produit intérieur 
du p-vecteur et de la p-forme. 


Ps gel 
4 1 
da’ da' da" da" da’ See 
erie CROs ee MS res eee LCR ae MTS 
dp’ Pr og’ dg” ode 
A= L—|0 = 
va’ da bat dar da” | 
dp' oe sete JE S dp” dq" er ub, Te. Je: Fie dp” dt ; 
aa bare ea (o) 


Les composantes L,. ; du p-vecteur sont formées au moyen des 
déterminants d'ordre p extraits de la matrice L. Les composantes 
A: de la p-forme sont formées au moyen des déterminants 
d'ordre p extraits de la matrice A. 


At PL. = det/A.L|. 


§ Ill. — Forme (), réduite associée à S astreint à p liaisons 
donnant les équations du mouvement et les facteurs de liaisons. 


Nous allons montrer que l’existence du p-vecteur L, et de la 
p-forme A“: dont le produit intérieur n’est pas nul permet de 
construire une forme (), réduite dont (2n — p) équations associées 
jointes à p équations convenablement choisies donnent d'une part 
les équations du mouvement, d’autre part les p facteurs de liaisons. 

Posons 


BR dgi=r" uhità p). 


L'existence du p-vecteur L,, ….i, NOUS permet de calculer p différen- 
tielles dg' en fonction des r”. 
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Posons 
da" 
dp; 

L'existence de la p-forme A": nous permet de calculer p diffé- 
rentielles dp; en fonction des 5*. 

Le produit intérieur du p-vecteur et de la p-forme n'étant pas 
nul, on peut choisir pour les deux systèmes de différentielles dg', dp,, 
qu’on exprime en fonction des formes nm", o*, la même partition 
d'indices, de 1 à p pour fixer les idées, ce qui est toujours possible 
avec un choix approprié de notations. Il en résulte que la forme Q 
associée au système exprimée au moyen de 2n formes de Pfaff x, 
o” (A variant de 1 à p) w* (a variant de 2p + 1 à 2n) s'écrit: 

Q = koi Ar) + ko À 2°) + han (wt /\ 7") 
+ kag(w* A of) = (kaoto® + kiga' + kyote® — Agr") /\ dé. 

Les équations du mouvement et les facteurs de liaisons sont 
données par les caractéristiques de (]. 


A A 
dpi Sa oy ot k (x à p). 


(1) ee ee ee —k,, dt—=o 
= en nombre égal à 2(n — p) 
és en nombre égal a p 
(3) = — kr — kw — k;, dt =0 
c 


en nombre égal a p 


auxquelles on adjoint les relations de liaisons a* —o, les équations 
a ae che 
de définition des formes avec les p conditions o* =o. 


Réduction de Q. — Soit Q, ce que devient ( quand on annule les o". 
0 kar(w* /\ 8 BS re kag (w* A wf) — (ka%° + kyo — Aa") /\ dt. 
Les (2n — p) premières équations associées à (), sont : 


20), 


(1°) —— kaa’ + kag? 2k dia 0 

oo) en nombre égal à 2(n — p) 
(2°) = — k,,0% = ky, dt +A, a Oo 

T 


en nombre égal à p. 


On remarque que l’ensemble des (2n — p)’ équations (1°) et (2°) 
ne sont autres que les équations (1) et (2) dans lesquelles on annule 
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les a. Pour compléter ce système il faut théoriquement adjoindre 

à (1’) et (2’) les p équations ” — o ou p équations équivalentes. Or 
o 


si Q. est exprimée au moyen des variables p;, q', on a pour les équa- 
tions associées, n équations 
ù (dpi) opi 
Quand on effectue un changement de formes 
aQ d0 
= . Oy. 
aa") d(dpi) 


dp;—a,o", avec det|a,|s40 


: dQ LE 
de sorte que les P équations =o entraînent oe o et recipro- 
o 


a 
d(dp:) 
quement. Il suffit donc d’adjoindre à (1) et (2) les p équations 


dy — dt —0 dans lesquelles on remplace p des quantités p; 


l 


par leur valeur calculée au moyen des p équations de liaisons 
a"(p;, q', t)}— 0. On peut donc énoncer le théorème : 


Taéorème I. — Étant donné un système mécanique à n paramètres 
astreint à p liaisons compatibles du type a*(p;, q', t)=0, P'—X, dt, 
on peut obtenir les équations différentielles du mouvement et les p 
facteurs À, des liaisons en adjoignant aux (2n— p) premières équations 


associées à la forme Q,. d'une part les p équations dg— 3 dt—0, 


d'autre part les p équations Idq' = +", p des variables p; étant calculées 
au moyen des p liaisons a" —o. 


Remarque. — Dans la pratique si ( est exprimée au moyen des 
variables lagrangiennes q', q', t et de leurs différentielles, ce théorème 
se traduit par la règle suivante : 

Règle. — Pour obtenir les équations différentielles du mouvement 
et les facteurs de liaisons, on substitue dans ( à p couples de diffé- 
rentielles associées dg', dq’, les 2p formes +", oc", (, se déduit de Q 
en annulant les o”, et en remplaçant p des variables ' par leur valeur 
calculée au moyen des p équations de liaisons. Les (2n—p) premières 
équations associées à (, auxquelles on adjoint d'une part les p 
équations dq'— q'dt — 0, d'autre part les P équations de définition 
des x”, x" — l'dq', déterminent les équations du mouvement et les P 
facteurs de liaisons. 
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§ IV. — Forme réduite Q, donnant uniquement 
les équations différentielles du mouvement. 


Q, formé comme nous l'avons indiqué dans le paragraphe précédent 
dépend de 2(n — p) formes w*, de p formes +" et de dt. 


Q, = kay(w* AT") + kag(w* /\ w?) — (ko + ky," — Ayn") (de. 

Comme r*— Phdt (P* étant la puissance des forces nécessaires à 
la réalisation de la h° liaison P*—4,P*), remplacons chaque x" par 
P'dt dans Q,, on obtient ainsi une forme 

Q.— kw /\ Phdt) + kaa(w* A OP) — kg, / dt 
dans laquelle ne figure plus aucun des facteurs de liaisons À,. Cette 
forme Q, est de rang 2(n — p) car sa puissance (n — p)’ est: 
Q®-P)—Kw' Aw?) ---Aw™"-?Adt  (K fonction numérique). 


En comparant les 2(n — p) équations caractéristiques de (), et les 
a(n —p) premières équations associées à (2, dans lesquelles on a 
remplacé chaque r* par Pidt 


of), = k,, Ph dt + kagw —k,,dt=o 
dw* 
af, =k,,Phdt + kage” —k,,dt=o 
dw* 


on constate que ce sont les mémes. On peut donc obtenir les 
équations du mouvement indépendamment des facteurs de liaigons 
au moyen de (2, dans laquelle ne figure plus que 2(n — p) différen- 
tielles dq’, dp;, et (2n— p) variables p;, q', p des variables p, étant 
remplacées par leur valeur calculée au moyen des p équations de 
liaisons. Il faut en outre adjoindre aux équations caractéristiques 


de Q, les p équations hp mec correspondant aux différentielles 
dq ne figurant pas dans (.. Pi 


Formation de Q,. — Q, se déduit de Q en remplaçant p couples 
de différentielles associées dp,, dq’ par les valeurs calculées au moyen 
des deux systèmes 


h 
ap dg + dt 0; BMdg' —Phdt=o =A ap). 
Pi 
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Taéorëme II. — Étant donné un système mécanique à n paramètres 
astreint à p liaisons compatibles a"(p;, q', t)==0, Q,—Xlidq dt, 
on peut obtenir les équations différentielles du mouvement comme 
caractéristiques d’une forme Q, de rang 2(n— p) déduite de Q, en 
substituant à p couples de différentielles associées dp;, dq’, les valeurs 
calculées pour les dp; au moyen des p différentielles des équations de 
liaisons, pour les dq‘ au moyen des p relations lfdg' — Pidt 0; si 
les p variables p; sont calculées au moyen des p équations de liaisons 
a* =o, on adjoint au système des caractéristiques de Q, les p formes 

oT 
opi 


dat ——‘ dt=o. 


Remarques. — 1. Liaisons de puissance nulle. F* — 0, comme 
— Ph, on remplace P# par — #. 

2. Liaisons de puissance nulle indépendantes du temps Pi =o, 
p des différentielles dq‘ s'expriment en fonction des (n — p) autres. 

3. Liaisons holonomes ou pseudo-holonomes indépendantes du 
temps. Dans Q, ne figure plus p couples de variables p;, q', ainsi 
que leurs différentielles. Les équations du mouvement sont les carac- 
téristiques d'une forme extérieure de degré deux de rang 2(n—p). 

4. Si p variables q' ne figurent ni dans (2, ni dans les p relations 
de liaisons, ni dans les puissances P* des liaisons, il y a un avantage 
évident à éliminer les p différentielles dg', car Q, ne dépendra plus 
que de a(n —p) variables et de leurs différentielles. Les équations 
différentielles du mouvement sont les caractéristiques d’une forme 
de degré deux de rang 2(n — p), les p variables g' étant déterminées 


par des quadratures puisque les p formes da — 22 di sont fermées 
modulo les caractéristiques de Q,. oP, 


§ V. — Méthode générale pour l’étude d’un système mécanique à 
n paramètres. Applications. 


De l’ensemble des quatre paragraphes précédents se dégagent 
naturellement une méthode générale pour l'étude des systèmes 
mécaniques dépendant de n paramètres. Ces systèmes sont toujours 
constitués par des ensembles de solides et de points matériels 
astreints à un certain ensemble de liaisons du type a(p,, C4.) =0; 
P = Alq', supposées compatibles. 
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1° Les facteurs de liaisons À se déterminent toujours indépen- 
damment des mouvements par l'utilisation combinée de Ja forme Q 
et de l’opérateur i( ) de M. H. Cartan. Il suffit pour cela de 
déterminer pour le système libéré de ces liaisons: 

a) le champ caractéristique E de la forme () correspondante, ce 
qui est immédiat si ( est écrite sous forme canonique. 

b) les champs e', ..., e?, de direction des forces de liaisons. 

Les p équations (III, 2) déterminent complètement le système 
des forces de liaisons. 

Remarquons à ce sujet que si e’, ..., e?, ne dépendent pas des À, 
ces équations sont linéaires en À, mais si pour des raisons physiques 
e', ..., e? dépendent des À, le système (III, 2) constitue un système 
d'équations implicites par rapport aux À. C'est ce qui se produit en 
particulier dans le cas du frottement de glissement, de roulement, 
de pivotement, lorsqu'on considère coefficients de frottement, 
paramètres de résistance au roulement et au pivotement comme 
fonctions des pressions normales. 

2° Les équations du mouvement peuvent toujours s'obtenir 
indépendamment des facteurs de liaisons au moyen des équations 
caractéristiques d’une forme Q, auxquelles on adjoint p formes 
différentielles convenables (cf. ; Th. II, S IV). Les propriétés de ce 
système différentiel seront étudiées dans le chapitre v1 de ce travail. 
Au préalable nous donnerons quelques exemples simples d’applica- 
tions des méthodes précédentes. 


Exemece I. — Un disque homogène pesant, de masse M, de 
rayon R, de moment d'inertie MA’ par rapport à son centre roule et 
glisse sur la ligne de plus grande pente d'un plan incliné faisant 
l'angle i avec l’horizontal. On suppose que le coefficient de frottement 
est une fonction de la vitesse de glissement v et de la pression 
normale N soit f(v, N). 

En prenant pour axe des @, la ligne de plus grande pente du plan. 
orienté vers le bas, pour axe Oy la perpendiculaire, £, 7, étant les 
coordonnées du centre du cercle, Ô son angle de rotation, la forme Q 
pour le disque libre est: 


Q — MdË Mdi A dn + ME dû /\ dû 
Fa a — me EG db) À dt + Mg(sin id§ — cos idn) /\ dt. 


Le champ caractéristique E a pour composantes 


E(g sini, —gcosi, 0, Ë, %, 6, 1). 


210 F. GALLISSOT 


La liaison se traduit par ÿ —0, puissance P — N[ef(Ë + Rô) +] 
avec e(Ë + RO) < o d'où Q,=Nfef(d— + Rd) + dn]; notons que 
V—=f+ ho. 


Le champ e de direction de la liaison a pour composantes 


(ir rt ae 0, O, O, o) 


La pression normale N est donné par Ni(e) dj + i(E) dñ — 0 
i(e) di y i(E)dj—=—gcosi d'où N=Mgcosi 
Pour obtenir les équations différentielles formons Q, déduite de 
Q + Q, en remplaçant dj par o, dn par 
— 2 f(E + Rad) + [h + ef(E+ RO)] dé 
waa dé + k* db A dd — (Ë dé + k°6 db) / dt 
+g sin id£ A dt + g cos ief (dé + R dO) /\ dt. 


Les équations du mouvement sont les caractéristiques de (),. Un 
choix intuitif de 4 opérateurs de M. H. Cartan permet de les mettre 
sous la forme 


© 


i@')Q,= —*_, mn do. 
sin it ef(v) QUE el 
AE ya etre LE :—=0 


sin ie f{v) cos (1 + na) 9 
—eReosif(v) dv 
*sini-+ ef(v) cos i(k? + R°) 


v dv 


== {ah 


a ee 
i(a*)Q, = db i 
i(w)Q, = dé + Rd — — PER Ace 

J sin i+ ef(v) cos (: a) 
L’existence des champs x', ... x‘ précédents tient aux transfor- 


_mations infinitésimales de la forme Q, comme nous le démontrerons 
au chapitre vi, § IL. Ce système est intégrale par quadratures. 
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Roulement sans glissement. — Dans notre théorie ce sont deux 
haisons de puissance nulle : 


ÿ—0, P'=Ny,  ÉR—o, P*=TE-+RO), 


Les composantes des champs de direction des liaisons sont : 


SFA RES MENT PET mea R 0, O 
“ar? , , ’ ’ Wr? 2 “Marre? , "O0! 
" M M. Mk? 
Déterminons d'abord les composantes de la réaction au moyen 


des opérateurs 
1 


ie) dh = p i(e*) dÿ — 0, i(E) dj = — g cosi 


i(et)d(E+Rb)=0, ie’) dË+ RG) = vl +) 
i(E) d(ë + Rô)— gsini 
____iE) dh _ ; __—i(E) dé + Rb) Mgsini 
= — - Mgcosi, T= i(e') a(é RO) = R 
k? 
Les équations différentielles du mouvement se déduisent de Q, 
obtenue à partir de 


M ak À dE dy dn tab À 4) —(EdE-+-ndh-+HhaË) 1 di 
+ g (sin i dé — cos idn) /\ dt + N dy A dt + T(dé + Rad) À dt 
en remplaçant dy par o, dy par + Pidt— 0 puisque P' =o, af par 
I I 2 En oe : i 
EU do par D (— d+ Pidt)= R Puisque Pi—0: 
DE AE BY: 3 Sere oe 
= (: + )é na (: +5) dé /\ dt—gsinidé / dt. 


On en déduit immédiatement dé — I ace dt, dé -=E dt, résultats 
classiques. 1 +R 
Exemeze Il. — Disque homogène roulant et glissant sur une 


courbe plane fixe, le disque restant dans le plan de la courbe. 
Soient Ox et Oy deux axes fixes, m la masse du disque, a son 

rayon, mk* son moment d'inertie autour de son centre de gravité 

G, =, n, les coordonnées de G, 6 l'angle de rotation du disque autour 
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de G, X, Y les composantes de la résultante des forces extérieures 
autres que celles de l’action de contact de la courbe sur le disque, 
[ le moment résultant des forces extérieures dans les mêmes condi- 


tions. 
Au disque entièrement hbre est associée la forme extérieure : 


Q = d{mË dé + my, dy + mk*6 db —T dt) + (X dé + Y dn + T d0) A dt 
dans laquelle T désigne la demi-force vive du disque. 

La courbe C sur laquelle roule et glisse le disque est supposée 
définie par x, y fonctions de l'arc s de la courbe. La demi-tangente 
orientée P¢ à C fait en un point P quelconque un angle «a= (Oz, Pt), 


le rayon de courbure en P est p— a Il est commode de prendre 
des axes mobiles P/, Pn avec (Pt, Pn) = = Les coordonnées de G 


dans ce système sont d’une part a, d'autre part PG—R obtenues 
de la manière suivante : par un point G du plan on mène une nor- 
male GP à C d’où le point P(æ«) et PG—R sur cette normale 


orientée. 
Les différentielles dé, dy, s'expriment au moyen de da, dR par 
les formules 


dé — cos a(p—R)da—dRsinx  dn—(9—R)sinada—+ dR cos «. 
Soient uw, v les composantes de la vitesse de G par rapport aux 
axes Pf, Pn 
E—ucosa—vsina  ÿ—usinatvucos« 


d'où les expressions de T, Ed&+-ydy, et de Q en fonction des 


variables choisies : 
T=—m(u' ot + #6"), Ë dé Là dn —(0 — R)u da + v dR 
Q = m[(p — R) du /\ da — u dR A da + do A dR +4? SA 
— m(u du + v do + k°0 df) A dt 
+[(Xcosa--Y sin «)(p— R)da+-(Ycosa—X sin &) dR + T'dô] A dt. 
Le champ caractéristique E a pour composantes dans l'hypothèse 
p—R#o 
pepe Taie uv Y cos a — X sin & u 
laap sh wh chal <5 Rand en | 
P sh arts 


Sons 6 
NS pen Vv; A 1) 
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La liaison se traduit par v= 0, puissance 
P=N{v-+ ef[(p —R)a-+ a] 
avec e—— 1 siu-t+tal>o0, e=+1 si ut-_al <o. On en déduit 
Q,—N{dR-+-ef[(e — R) da + a dû]. 
D'où les composantes de la direction du champ de liaison 
La valeur de la réaction normale N se déduit de Ni(e) du i(E) du —0 


= UE) do Ce u? 
—— aT eee MCE Drap 


Pour obtenir les équations différentielles formons (), qui s'obtient 
à partir de ( en remplaçant dv par O, dR par 


— Ef[(e — R) da + a dd] + ef[(p — r)& + ab] dt 
puisque v — 0 


Q,—m(p—R)du /\ da muasf dd /\ da+-muef[(p — r}& + ab ]da /\ dt 
+ mk? di /\ dé — m(u du + k*6 db) /\ dt 
+ (X cos a + Y sin «)(9 — R)da /\ dt 
—(Y cos a— X sin a)ef[(p — R) da + a dû] /\ dt + T d8 A dt. 


Les équations associées à (, donnent 


a = — m(p — R) du — maef dd + muef{(e — R)« + ab] dt 


+ (Xcosa+Ysina)(e—R)dt—(Ycosa—Xsina)ef(p— R)dt=o 


= me di + mefau du + V dt— efa(Y cos « — X sina) dt—0 


a me — R)de — mad =o | 
20, — 2 =~ — 
LA Pr (dû — Ô dt} — 0 


aus 20 
+ —_ n(dR — vdt)—0o. Cette dernière 
auxquelles on adjoint (do) m(d vdt)— 0 


compte tenue de la liaison donne R— a. Le système s'écrit encore 


214 F. GALLISSOT 
sous la forme : 


1 du? 


LT fut PT |X cosa+ Y sin a — ef(Y cos « — Xsina)] 
CWE RS m 

e——1 si u—aû >o 

ei si u+ai<o 


avec 


ml TÊTE me fau — € fa(Y cos à — X sin Ne 
a u 


ba el mn Sey, M mme 12 
da u u 

Remarque. — Les points pour lesquels op — a — 0 sont des points 
singuliers, dont la signification géométrique est la suivante : le centre 
de gravité du disque décrit une courbe [' parallèle à C, dont le rayon 
de courbure est p—a, aux points pour lesquels p —a—o, la 
courbure de [' est infinie, ces points sont les points de rebrous- 
sement de [' en général (90 — a changeant de signe en s’annulant) ; 
en un pareil point le cercle devrait traverser la courbe C, ce qui 
matériellement est impossible. Notre théorie de la compatibilité des 
liaisons montre qu’en de semblables points la liaison doit étre consi- 
dérée comme incompatible. IL suffit pour cela de procéder comme 
nous l’avons fait dans l'exemple de la barre, certaines composantes 
du champ E devenant infinies, on commencera par multiplier toutes 
les composantes de E et de e par (o— a); d'où la condition de 


compatibilité (i(e) do — mis 0. 
m 


2. SiX, Y, sont fonctions uniquement de la position de G, donc 
ne dépendent que de «, lorsque la liaison est réalisée, le mouvement 
du centre G du cercle est le même que celui d’un point matériel 
glissant avec frottement sur la courbe parallèle à C à la distance a. 


3. Si en plus des conditions précédentes [ ne dépend que de « 
les équations différentielles du mouvement s'intègre par quadrature. 


Roulement sans glissement du disque sur la courbe C. — Le 
disque est astreint à deux liaisons de puissance nulle : 


1° v=0 P'—N.v Q'—NAR / dt 
2° u— ai —0o P?—T{(u + a) Q? = T[(e — R) da + a dé] /\ dt. 
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Les composantes des directions des champs de liaisons sont: 


e'(0 oe 6.20540, 6 0) ARTE UE 
, , ’ ; , Et Li ‘ny | O, O, O, O 
m m mk? 

2 


Y cos a— X sina u 
m p—a 


i(e') do = — ile”) do  i(E)d& — 


a’ 


i(et)d(u-t-ab)=o0,  i(e*) d(ut-ad) = Fe 


ROC) pe de me A DS gc 
: m p—a mk’ 
d où 
N—Xsina—Ycosa—m = p—_— (Xeosa+Ysina)k? al? 
p—a ak 


Les équations différentielles du mouvement sont les caractéris- 


tiques de {), déduite de (2 +-Q, en remplaçant dv par o, dR par o 
car vdtest nul, R par a, dû par — du. pl par — ee par — Pret 
a a a 


O,=m(p—a(1 +) da da mf + Jude a 
+[Reosa+ sine eo den de 


Si X, Y, [, ne dépendent que de la position du cercle dans le 
plan, lorsque la liaison est réalisée ces fonctions ne dépendent que 
de a. Dans ces conditions la forme Q, est la même que celle d'un 
point matériel qui se meut sans frottement sur la courbe parallèle 
à C à la distance a. 


Exemeze III. — Glissement et roulement d'une sphère sur un 
plan fixe. La sphère est supposée homogène, de masse M, de rayon a, 
de moment d'inertie MA’ par rapport à un de ses diamètres. Par, 
rapport à 3 axes rectangulaires fixes, O pris dans le plan, Oz dirigé 
suivant la normale au plan soient : 

E, n, C, les coordonnées de G centre de la sphère, 

p, 9, r, les composantes de la rotation absolue de la sphère, 

w', w?, w*, 3 formes de Pfaff construites sur les différentielles 
absolues des paramètres fixant la position d'un trièdre invariable- 
ment lié à la sphère. 

X, Y, Z, les composantes de la résultante générale des forces 
extérieures appliquées à la sphère autres que la réaction du plan 
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La forme Q associée à la sphère libre est : 


Q—M(dË dE + di | dn + dé Adv) 

+ Mk*(dp A w'+dq \w+dr Aw°—+ po? /w+ qu /Awt+rwAw) 

—M{Ëdé + did + (pdp+-qdq—+rdr)] À dt 

+-(Xd—-+-Ydy+Z dt) dt 

(pour l'expression cinétique de ( se reporter au chapitre 1, § II 
solide mobile autour d’un point fixe). 

La liaison dans l’hypothése du glissement de la sphère se traduit 
par 


(=o P=NC—fV(E—ag)' ++ ap) 


ii désignant le coefficient de frottement de la sphére sur le plan 
supposé constant. 

Substituons aux paramétres de vitesse E, n les coordonnées 
polaires p, « de la vitesse de glissement du point de contact P de la 
sphère sur le plan 


É—aqg—pcosa §E=pcosataq  dË—dpcosa— osinada—adq 
_—+ap=psina ÿ—psina—ap dÿ—desina+pcosada— adp 


La liaison se traduit alors par t—o, 


P=N{C — feos a(§ — ag) — fsin a(ñ + ap)] 


d'où la forme 
Q,— NI — f cos a(d—& — aw’) — f sin a(dy + aw')] A dt. 


Formons (), qui jointe à dt — © dt —0o, donnera la composante 
normale de la réaction et les équations différentielles du mouvement. 
Pour cela remplaçons dans ( dt par o et dÜ par 


dé = 7 + fcos « (dé — aw’) + fsin «(dy + aw') 


},— M{(de cos « — p sin ada + a dg) /\ dé 
++ (dp sin à + p cos « da — adp) /\ dn| 
+ MA? (dp A w' + dg A w° + dr /\ w° 
ME [p(0 À 0") + q(u' A w) + r(0! À w')] 
+ IX dE + Y dy + (Z + Nr + Zfcos «(dé — aw’) 
+ Zfsin.a (dy + aw')] À dt 
— M{(p + a cos aq — asin ap) de — ap(p cos a+ q sin a) da 
+ ap (cos a dq — sin a dp) + kr dr| A dt 
— MH a*)(p dp + q dq) A dt. : 


| 
| 
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Les équations associées à (, sont: 


dQ, 
eee RC Zfoésedi 0 
d0), | 
D een) di Zfsin at 6 
dQ, | : 
COS eke Di ean aa ap) dt—o 
90, ore: 
al nan) MPa mg sin 2)ap dt 0 
OX 
oe —= — Ma dy + MA*w' + Map sin « dt — M(k* + a*)p dt — 0 
ok 
Be Ma dE + Mk*w* — Map cos a dt — M(k’ +-a*)q dt — 0 
0Q, = 8% 2 3 ns 
Jeera (w* — rdt)=o0 © 
an — MA? (dp + qw* — rw’) + Zaf sin «dt =o 
di 


eee AC Boo Porn) RIA 0 


— ME (dr + pw* — qw') = 0 
re) 


Q, (7 4.N) di —0. 


oT 
On en déduit 
dE aq da y 


| 


cos & sin @ 
wo'=pd, w=qd, w'=rdl, Po 
M ZE + Xcosa+Yeina, Mp À =—Xsina- Yeosa 
dp __Laf 5 dy wee Saf. 
M ee sin &, MP 73 cos &. 


Les équations donnant 


ae définissent l’hodographe de la 
; : dt a 
vitesse de glissement. 


dp 
dt’ 


Cas particulier. — Sphère homogène pesante glissant sur un plan 
incliné, si i désigne l’angle d’inclinaison X—Mgsini, Y=o, 
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Z— —Mgcosi, on retrouve le résultat de Painlevé : les équations 
donnant le mouvement du centre s'intègre par quadrature. 


Cas du roulement sans glissement. — Le champ caractéristique 


E de la forme 2 correspondant à la sphére complétement libre a 
pour composantes : 


A(X, Y Mage ct IE PA: ual 
Er M M S> > Gs RE CRE : 


Le roulement sans glissement se traduit dans notre théorie par 
3 liaisons de puissance nulle : 


| ake — ag) P'—uf + ap) Pp? — vv 
O'=A(di—aw*)/\ dt Q—=u(dn+aw')/Adt Q—yd&/dt. 


Les champs de direction de liaisons ont pour composantes : 


I 
1 
64——,_ Gr to, to 006 On 00 D 
& Me ) 


4 1 a 
e(0, —; 0, ——; O, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, O 
( ee | Mk : 


I 
eo oO, M’ 0,,.0, 0, 0, 6, 0, 050,0, o) 


Le calcul de À, u, v, composantes de la réaction du plan sur la 
sphère peut s'effectuer au moyen des opérateurs de M. H. Cartan: 


i(eat—a) =H (+ à) a dé —ag) =o, 

ie) dË— ag) =0,  (E)dE—aqh=X, ie’) di tap) =o. 
Le) dep) = (+ F) i(e*) d(ñ + ap)—0 
i(E) aH + ap) =~ i(e')dC—=0, ie) —0o, 


i(e*) = i(E) =? 


d'où 
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On désire connaître les équations différentielles définissant le 
mouvement du centre de la sphère, formons Q, déduite de Q + Q,en 


remplaçant dt par o, d@ par o, dp par peel dq par de @' par 
a a 


Hs de 
IE FOR ya 


0 — NE ay CE À dE + dà À dn) + ME dr Aw 


ke, 
MA (AE /\w"+Edn A w'— rdn /\) 


—M(: + dé à di) /\ dt — Mir dr A di 


; É + (Xd&-+ Y dn) /\dt. 
Les équations associées à (), sont 
dQ ka ; k? | 
ene ET SPEARS Lars 
5 (dE) M z d= + M ma w+rdn) + Xdt=o 
dQ k? + a’ ; 
—-——-M tie? aie 
D (dË) N À (dE —Edt)=o 
d() ET ke : 
———M HR MED a 
5 (dn) 2 A+ 2 (w° — r dé) + Ydi=o 
00) Rta? 
<_—M N —Ÿ = 
at) k? : 
—§ — — Mk°d M— (à d —& = 
sa! fh? dr +- M (746 — Sdn) =0 
de Mo — r dt) = 
5 (dr) Mk*(w’ — r dt) =o 
Les deux premières se réduisent à 
Ae etek: OR dv a’ 


(fis eae a Se SRE eee Ye 
ey a +k Na a -| ke 


Elles montrent que le centre de la sphére se meut dans le plan 


a 
E—a, comme un point matériel soumis aux forces ce X, 
2 

| a Er 

__@ __ Y Las particulier d’un théorème de Routh. 

CE k° P 

Exemece IV. — Glissement d’une sphère homogène de masse M, 

. de rayon a sur deux plans rectangulaires fixes cOy, zOx. On suppose 
que les forces extérieures se réduisent a la résultante générale dont 
_ les composantes par rapport aux axes Oxyz sont X, Y, Z. 
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Par rapport a des axes fixes soient : 
E, n, C, les coordonnées du centre G de la sphère, 
p, q, r, les composantes de la rotation instantanée de la sphère, 
w', w°. w*, 3 formes de Pfaff construites sur les différentielles des 
paramètres fixant la position d’un trièdre invariablement à la sphère. 
La forme extérieure associée à la sphère libre est : 
M(Ë A dE di A dn+ dt Ado) | 
MA (dp À w' + dq /\w + dr \ w° + put /\ w' + ru! A w!) 
+ Mkqu" /\ wt —M[E dé + h di +0 di + (p dp + q dg 
+ r dr)] A d'H-(X dé + Y dn + Z dû) /\ dt. 
Le champ caractéristique correspondant E a pour composantes : 
Er ¥ 7 0,0,0,Ë,ñ, Cp,qr 1) 
La première liaison contact de la sphère avec le plan «Oy se traduit 
ee y 7 LAS ek. MIN a HE UN TD TN 
C=o PINE — SAV — ag) ++ ap}, 
Ja coefficient de frottement sur x07 ou en introduisant les coordonnées 


polaires pa, « de la vitesse de glissement du point de contact A de 
la sphère avec le plan xOy 


§ — aq —pacosa 


à + ap — pa sin « P'= NC — fy cos a(§ —ag)— fasin «(ñ—+-ap)] 
d’où 
QO" = N, {dC — fy cos a(dE — aw*) — fy sin «(dn + aw')] /\ dt. 


Les composantes du champ de direction de cette liaison sont: 


2) —/acosa —/hisine I — af, sina 
M M M Mk 
af, COS a 


Me” 0,00, 0,10; 0; 0,704 0). 


La deuxiéme liaison contact de la sphère avec le plan «Oz se 
traduit par 


io P*—Naly — foV (6 — ap)? (E+ ar)] 


fg coefficient de frottement sur zOz ou en introduisant les coordonnées . 


polaires Pa, B de la vitesse de glissement du point de contact B de la 
sphère avec le plan zOx 


t—ap=bvec : 1 To 7 n Si 2 
hit P* = Naf — fncos B(C — ap) — fi sin B(Ë +-ar)| 


ald 
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d'où 
Q = Nz[dy — fs cos BE — aw') — fs sin B(dE + aw*)] /\ dt. 
Les composantes de direction du champ de cette liaison sont : 
“(ar B 1 —fscos B af, cos B KR 
M M M M 


— afs sin 6 
MA 


sO, O0: 0 O0): 
Déterminons les composantes normales des réactions au moyen 
des opérateurs 


i(e')at = i(e*) dt — pu i(E)dt — 


(ed = ARS ie) = à i(E)¢n — 


Er 


La condition de compatibilité de ces deux liaisons est: 
i(e')dEi(e*)di — i(e')dii(e*)dt = on (1 — fx fs sin a cos GB) Æ 0. 


En la supposant satisfaite on en déduit 


eae ZL+ fgcos BY pre Y + f, sin «Z 


1 — fx fg sin a cos 3 ty PRIE AIR a cosa: 


Pour obtenir les eee différentielles du mouvement construi- 
sons (), en remplaçant dans Q, dZ par o, dv par o, dt et dy différen- 
tielles associées par le système 


de — fa sin a dn = fy cos a(dé — aw”) + af, sin aw' + Pidt 
— fs cos B dE + dy = fs sin 6(d + am’) — afs cos Bo’ + Prdt 


Q, = Mdé A dé + MA*(dp A w' + dg A w* + dr A w° + po A\w° 
qu Aw'+ re Ao”) + M[E dE + '(p dp + q da +rdr)] A di 
‘Rye asin ah ae 
+ f\ fs cos a cos B(dE — aw*) + afs cos B(t — fy sin æ)w IA dt 
TN ART DS OS Vi ie 


+ fi fasin a sin B(dE + aw’) + af, sin a(1 —cos Bfs)w"] A dt 
+ Xd /\ dt 
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d'où les équations associées à (2: 


pe : dt YF sin 6 
(dE) pad en PS 1— fi fg sin a cos 6 [Y(fa sin B 

+ fa fn cos a cos B) + Z( fx cos a+ fy fs sin «& sin 6)|/ = 0 
d0, 


+ = MA (— dp — qu’ + rw) . 
ad Y fz cos 6(1 — sin af, 

ee aye a tt) ges a) 
+ Zf, sin «(1 — cos Bfg)| — 0 


oO = M — Hae fe CRD 1 — fa fe nee cos 6 RU Sock ie 
+ Zf, cos a] — 0 

a0), = Mk’? (— dr — pw’ + oe ey ane 

: P 1 1 — fx fr sin a cos f 


+ Z fx fx sin asinf]—o 


ow 


d() o02, —M 
2s ET k? ==) 
(ab) M(d§ — Ë dt)— 0 (dp) (w'—pdt)=o 
dQ ae 20, en =: 
Les 27,2 — 0, Ss — M} (w° dt 
wine (w* —qdt)=o a(dr) (w'—rdt)=o 


auxquelles on doit adjoindre d€—Cdt—o, dn —ÿ dt 0 et les 
relations de définition de a et de 6, qui compte tenus de (=a, 
7 =a, permettent de définir q et r en fonction de £, p, a, 8. 


aq = — ap cotg a ar ——Ë — aptg f. 


Ce système se met encore sous la forme suivante 


ue ag TNA LOT M CNE Us à 
; + Z( fx cos à + fy fs sin « sin f)] 
en = 3 a : 
Mk Teg re TL — sin a fx) fs cos B 


ke /dé d(p cotg «) — f) + Z(G — cos Bfp) fx sin a] 
SG cols & À COS & 
et Pree )= pare een + Yfs cos f) 


k? (dé d(pt — fj sin re 
Mie a = 

en a nn Le 
Bb, OSS pdi ow == yale rl 
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Exempte V. — Liaison par asservissement de M. H. Beghin. — 
Un plan matériel P peut glisser sans frottement par translation sur 
un plan fixe xOy. Sur ce plan une sphère homogène pesante Z de 
rayon a peut rouler sans glisser. Le mouvement du plan est réglé 
automatiquement de manière que le centre de la sphère tourne 
uniformément autour de la verticale fixe Oz à la vitesse angulaire w 
donnée. Calculer les réactions et former les équations du mouvement 
du système. 

Soient : u, v les coordonnées d’un point du plan 

E, n, C, les coordonnées absolues du centre de la sphère 

p, q, r, les composantes de la rotation absolue de la sphère 

w', w?, w’, 3 formes de Pfaff construites sur les différentielles 
absolues de trois paramètres caractérisant le déplacement d’un trièdre 
lié à la sphère. 

u. la masse du plan 

M la masse de la sphère, Mk* le moment d'inertie de la sphère par 
rapport à un de ses diamètres. 

g l'intensité de la pesanteur dirigée suivant la verticale descendante. 
La forme extérieure associée au système sans liaisons est 


Q—M(dé A dE + d'à A dn + dé /\d&) + MR(dp A w' + dg /\ w° 
+-dr /\ w*+-pw* /\ w°+gw/\w'+rw Aw)+ u(dù /\ du + dù /\ dv) 
MÉÉdÉ hdi + tat + (pdpqdg+rdr)-gdt] ae 

— u(udu + vdi) / dt. 


Liaisons. — À notre point de vue les liaisons se traduisant par : 


1. contact de la sphère et du plan 
t—=0o puissance P'— NC forme Q'—NX A dt 


roulement sans glissement de la sphère sur le plan 


2. É—ag—ü—0 


puissance P* = X(E—aq—4a) forme Q°—X( dE — aw" — du) /\dt 


Ss 


3. 7 +ap—i=—o . | 
puissance P* — Y(à + ap — ») forme Q°—Y(dn +aw' — dv) /\di 


liaison par asservissement | | 
4. Fes wy =o puissance P‘—Pü forme 0‘—P du/\dl 


5. 1—wË—o puissance P'—Qù forme {}—Q dv /\di 
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Calcul des réactions. — Utilisons les opérateurs i( ). Formons le 
tableau des composantes des champs: 


dé: di: dnt due ean ap ag : dr : dE : dn : dé : du : dv :w': Owe 
B:0 0:90) 0 : 000 Oey Geet DE 
i I NÉ er mn de fées A | 
CO ol Outer OS E 407 GO OMe0 OL Osos nee 
M 
lo: o : —!l: 0 tO iat 0: 04.0410 4 00 0000 
e? —:0: : — : : 5e OF OF O50 5 094 08 OMR 
M U. Mk’ 
I —1 a 
@ 0 tae! O 6h Ont et 0 4.0/5.0 20, 0/:,0% 017 0 1.0 208 
M u Mk 
1 
210 PHOT OM 0x Me Din TOO BOL NIORT OO ee 
U. 
: I 
Bor Gt) 10 yet! -O ic = V0 0 10210 10 OO LOTIR EEE 
U. 


On en déduit immédiatement les valeurs des i( )d relatifs aux diverses 
liaisons qui ne sont pas nulles : 


ri (eh = i(E)dt = — g 
2. (ea — ag — à) = 54 (1 bise ) 


i(e*)d(Ë — ag — à) = — a i(E)d(E — aq — à) — 0 
3. e+ ap — 0 +) y +5) 


i(e*)d(ñ + ap —v) = — ps i(E)d(ñ + ap — v) — 0 
4. M i(E)d(E— wn) =— wi 


5. ie*)d(n + wb) — a » (E)d(y+ wf) =. 


On oa que les liaisons sont compatibles, le déterminant étant 


égal à d'où les valeurs des coefficients des liaisons que nous 


at 
interprétons comme composantes des réactions : 
du plan sur la sphére 

X= Mo = — Mw’E, Y=— Mok =— Mon, N— Mg: 


~ du plan fixe sur le plan mobile. en d’autres termes les composantes 


Pe Pip toa à. 
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de la force qu'il faut appliquer au plan mobile pour réaliser l’asser- 
vissement : 


P=—[M-+y(1+5) Jor Q=—[N+u(+%) fon 


Equations du mouvement. — Formons Q, déduite de Q en 
remplaçant d¢ par o, & par o puisque cette liaison est de puissance 
nulle, dp et dq par leur valeur extraite de la différentiation des 
condilions de roulement sans glissement, w', w*, par leur valeur 
calculée en annulant les formes ()’, (° puisque ces liaisons sont de 
puissance nulle, dË et d par leur valeur calculée en différentiant les 
liaisons d’asservissement, du et du par leur valeur calculée au moyen 
de du= P dt — à dt, do = Pi dt = à dt: 

E—wn, ÿ——0%, ap=itof 
ag—wn—ù, du=—dadt, Os (ù dt — dy) 
di—wdy, dy—=—wd. adp=di+od, 

I 
= — di, dv = à dt, 2— —_ (dE — à dt 
a dq — w dy v — d (a) a (dë ) 


Q, = 2Mw dy /\ ELM [(dn tok dt) /\ (di + wd) 


2° +-(w dy — dit) /\ (dE — wy dt) + dr /\ w°+r dr /\ dt| 
+ M {(ù HwË) (dé — à dt) /\ w° + (wn — à)w® A ( dt — dn) 
a (à dt — dn) /\ (dé — à dt)] —Mw*(n dy + § dé) A dt. 
Comme les coefficients de Q, des relations de liaisons, des 
puissances des liaisons sont des constantes ou ne dépendent que de 
ES nu, vs les équations différentielles du mouvement sont données 
par les caractéristiques de (.. 


aQ) k° Me k° + 
“s — __ M—(d —-wndt)— s — __M —(dy + wf dt) =o 
D REITC) ae : 
o2, — — M-{(w’— rdt)=0 
d(dr) ‘ a 
dQ ; PI NS ee py 
s — __ 9Mw dy + M—(— o (dn + 08 dt) — (w dn — di) 


oe ae WE)w" — r(ù dt — dn)] — Mw’ dt =o 
ot, =-+ 2Mw dE M [dd 0 dé) + 0 (4 — wn dt) 

d (dn) lon ü)w + r(ù dt — dn)| — Mon dt =o 
00. MEL dr — (+ 8) (dé — dt) + (on — a(t — dy| = 0 


du) 
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Les deux premiéres équations donnent 
dŒ—wndt=0, dn+wëdt—0o 
et en intégrant 


— À coswt— Bsinwt  n——Asin wt+B cos wl. 


la dernière, compte tenu des deux premières dr —0; les équa- 
tions (4) et (5) définissent à et 4, c’est-à-dire la vitesse du mouve- 
ment du plan 


a 


Exemeze VI. — Liaison généralisée : Problème simplifié des 
engins radio-guidés. — Un corps solide pesant est soumis à l'action 


« 


d'un moteur qui exerce à chaque instant sur le solide une force F 
connue dirigée suivant la tangente à la trajectoire du centre de gra- 
vité G du solide. Le mouvement sera supposé plan et s’effectuant 
dans le plan de symétrie matérielle du solide dont nous postulons 
l’existence, soit xOz. On suppose qu'un mécanisme dirige la tan- 
gente à la trajectoire de G vers un mobile M dont les coordonnées 
sont des fonctions du temps ¢: a(t). 2(t). Trouver le système de 
forces équivalent nécessaire à la réalisation de ce mouvement. 
Soient: £, n, les coordonnées du centre de gravité G du corps 
0 la rotation du solide autour de son centre de gravité 
a l'angle de la tangente à la trajectoire de G avec l'axe 
horizontal 
M la masse du corps, MA* son moment d'inertie autour 
d'un axe perpendiculaire au plan de symétrie zOz. 
La forme extérieure associée au corps solide libre est : 


Q—M (dé A dE + dé /\ d+ di /\ dd) 
—M(Edé+-Cat-+-k*) al) A dt (Fcosa dE Fsinadt—Mgdt)/\dt. 


Liaisons : 1. La tangente à la trajectoire de G devant être dirigée 
suivant GM ‘ 
a’ = &(C —z)—C(E—az)=0. 


2. L’angle de rotation du corps sur lui-méme devant étre égal à a 
à une constante près 


(§ — «) sin 0 — (C —z) cos6 —0 


SC fe 
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d'où 
a’ = (§ — à)sin0 —(¢ — z)eos6+ [(E—x)cos 0 (C—z)sin6]$—o. 


Comme on ne connait rien à priori sur les forces nécessaires à la 
réalisation d'une semblable liaison nous prendrons pour puissance 
de l’ensemble P — 2+ u%-+ vÿ d'où la forme Q,. Les composantes 
du champ de la forme Q + Q, sont: 


pay À ; ra : | as HER re aes : 
Ef cos à + À), yh sine pe Mg), Me boo Veni .) 


Écrivons que les formes da' et da” appartiennent au sous-module 
des caractéristiques de ( + (), c'est-à-dire que 


i(E) da —0,  iE)da —0o 


En désignant par D la distance GM, par V la vitesse du corps on 
doit avoir 


, VE : 
A sin 2 — (4 — Mg) cos a — Mj, (cos ai— sin av) — 0 
À sin a — (4 — Mg) cos a + D 5 + M(z cos a — asin a) 
+ aM[(é — à) cosa (¢ — à) sina] 
système qui montre que vet À sin & — u.cos & sont seuls déterminés. 


Si on désigne par W la vitesse du mobile M et par ¢ l'angle de la 
tangente à sa trajectoire avec l'horizontal, on obtient : 


Meer 
Asin a — u cos & — — Mg cosa + D" cos(æ—%) 


M goos a — M VW cos (a—7)—2 5 2/V—Weos(a—9)] 


47 @sin a=: cos &). 


CHAPITRE LV 


THEORIE DES LIAISONS UNILATERALES: CAS D’UNE LIAISON 


S 1. — Considérations générales. 


Pour un système mécanique S défini par le champ E caractéris- 
tique d’une forme ( de degré 2 sur une variété différentiable V,,, ,, 
astreint à une liaison du type a =o, Ae (liaison dont on connaît Ja 
direction de la force de liaison définie par le champ e) des raisons 
physiques imposent à A un signe connu à priori. On peut toujours 
en remplaçant e par —e, s’arranger pour que le signe imposé à À soit 
positif. Dans tout ce qui suit À et e sont supposés satisfaire à cette 
condition. Soit M un point de V,,,, appartenant à la sous-variété 
dE 0: 


Dérinrrion. — Nous dirons qu'une liaison du type a—0, Àe. est 
de classe U, si la fonction a(t) définie par la valeur de a sur la ligne 
intégrale tangente au vecteur champ E en M, doit avoir un signe 
déterminé. 

On peut toujours supposer que le signe imposé à a(é) est le signe 
positif pour le voisinage à droite ¢ > ¢, (¢, valeur de ¢ en M) car on 
peut toujours remplacer a par — a, hypothèse que nous supposerons 
réaliser dans ce qui suit. 


Justification de ces considérations. — Les conventions précé- 
dentes peuvent paraître arbitraire. Montrons sur quelques exemples 
qu'elle en est l’origine. 

1° Un solide S est en contact avec un autre S’ avec ou sans 
eo 

Nous avons vu (chap. 1 § VI) qu'une semblable liaison est définie 
par 

u' =o P—N{a' Nec se 
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La séparation des solides ne peut avoir lieu que si u’ > 0; le 
contact que si N > 0. 

Ce type de liaison est à l’origine de l'appellation liaison unilaté- 
rale donné aux liaisons de classe U. 

2° Liaison par asservissement de M. H. Béghin. 

Un disque B repéré par un angle 6 est coaxial avec un disque A 
repéré par un angle a. La liaison a—8—a&—=o est réalisée en 
appliquant au disque B un couple de puissance P—A§, par un 
dispositif de commande électrique constitué par un index invariable- 
ment lié à B. Lorsque l'index lié à A vient toucher l'index lié à B 
un courant électrique s'établit et un moteur tournant dans le sens 
trigonométrique applique à B un couple de puissance P—$ ; le 
sens unique de rotation du moteur impose À > 0. La rupture de la 
liaison ne peut avoir lieu sans déteriorations des contacts que si 
C= 8 —a>o. ; 

3° Plus généralement les liaisons de puisance nulle, les liaisons 
d’Appell dans lesquels le mécanisme de réalisation impose des condi- 
tions a > o pour la rupture, À > o pour que la liaison soit acceptable. 

Les questions qui se posent alors sont : connaissant les conditions 
initiales point M, de V,,., appartenant à la sous-variélé a — o, quel 
mouvement va se produire? les conditions mécaniques posées à 
priori a(t) >0, A>0 départagent-elles les mouvements possibles ? 


§ II. — Mouvements possibles en M. 


En M, deux mouvements sont possibles : 

1° Le mouvement (M) sans liaison défini par la ligne intégrale & 
issue de M,, tangente au vecteur champ E. a est une fonction numé- 
rique sur V,,., qui devient une fonction de ¢ sur la ligne &. Ce 
mouvement est acceptable si cette fonction nulle à {, devient posi- 
tive, hypothèse qui se traduit par Gy > o et si cette dérivéc est 
nulle par af" > 0 dérivée qui existe certainement car pour une 
liaison imposée i(E) . da £ o (chap. n, § Ill). 4 

D'après le théorème II du chapitre 1, § III cette condition se tra- 
duit par (i(E). da), > 0 ou par (i(E). da)p~? 0) 81 les n premières 
dérivées sont nulles. 

2° Le mouvement (M,) avec liaison défini par la ligne intégrale 2 
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issue de M,, tangente au vecteur champ E + 4e. Ce mouvement est 
acceptable si À >>. 

Or X est défini par l'équation i(E). da-+- Ai(e), da =o. La liaison 
étant supposée compatible (chap. 11, $ IV) i(e).da-£o. 
i(E) da 
i(e) da 
À est ainsi défini comme une fonction numérique sur V,,,,. cette 
fonction numérique devient une fonction de / sur la ligne intégrale 
», dont la dérivés n° est 


A” = [i(E + de) dA]®. 
Tutorime I. — Si en M, (i(E).da) est nulle pour r <n, différent 


de zéro pour r=n—<+1, À el ses (n— 1) dérivées Re sont nulles 


en M,, et 


À = — 


— (i(e). da), {9 —(i(E). da)f +". 
Par définition 
A = UE + de) da’ —? = i(E) DAC + Ai(e) LAC? 
(i(E). da), =o entraînant A, — 0 
A9 = (i(E) dA"), = (i(E) ZA)" 
par récurrence A se Var sous la forme d'un produit u.v, 


avec u—i(E).da, v—-——;, À et ses (n — 1) dérivées premières 


Ga 


en M, sont nulles, la n° est donnée par 
(i(E) daÿe +” 
(i(e). da), 
Conséquence. Si (i(E) . da)? =o pour r<n, #o pourr—=n+1 
1° Pour un mouvement M la première dérivée non nulle de la fonc- 
tion a(¢) est d'ordre (n 1) et a pour valeur a+” = (i(E). da" +”, 
2° Pour un mouvement (M,)A et ses (n— 1) dérivées premières 
sont nulles en M,, la dérivée n° de À se calcule au moyen de 


— (i(e) da), N° = (i(B) . dae. 
On peut résumer les résultats précédents dans la formule 
(I, 1) aftr — (i(e). da), (KE). da)? 


dans laquelle on fait À— 0 pour un mouvement M, a=o pour un 


A — — 


Ë 
7 
: 
§ 


> 
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mouvement (M,). Il est important de remarquer pour les applications 
mécaniques que (i(E).da)"*" ne dépend que des conditions ini- 
tiales et des forces appliquées au système autres que celles nécessaires 
à la réalisation de la liaison. La formule (II, 1) peut encore s’établir 
au moyen du théorème suivant : 


Taéorèue II. — f et À étant deux fonctions numériques sur V,,,,, 
régulières ainsi que leurs dérivées partielles dans le voisinage d'un 
point M, Eef e deux champs donnés sans singularités dans le voisinage 
de M, la dérivée (n+ 1} de la fonction f relativement au champ E+ ie 
peut se calculer au moyen de la formule 

(II, 2) 

BD AN te AGP Hb gs + (EP)? 
dans laquelle 5, —i(e).df, 4,—=i(e).d(i(E). df \e- Mein 
désigne la dérivée (n — p-+-1)° du produit Ay, prise par rapport au 
champ E + ke. 

Par définition Bey, UE). df-+ Ave). df. 

En posant i(E) .df—®,, i(e).df— %,, la dérivée n° de f™ s'écrit : 

() for? = D+ (Ag,)®. 


On peut appliquer 4 la fonction ®, le procédé employé pour la 
fonction f 
®,? — (E) d®, + Ai(e) dP. 
En posant i(E).d®,—®,, i(e).d®,—+,, la dérivée (n —1)° de 
D? s'écrit : 


(2) As y 
Le raisonnement se poursuit et on obtient après (n+1) opérations 
(n +1) D —iE) d®, +9... 


En ajoutant membre à membre les (n-+- 1) relations précédentes 
après avoir remarqué que i(E).d®,— (i(E) .df "+, on obtient 
(II, 2). 


Application. — Si en M,, À et ses (n — 1) dérivées sige 
sont nulles, la formule (II, 2) donne 


(I, 3) UK (i(e)df), = (HE) af)”. à 
Cette relation appliquée à f — a donne (II, 1). La formule (II, 1) 
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ainsi démontrée donne pour un mouvement (M) en faisant Meso: 
as"* — (i(E). da)f+" pour un mouvement (M,) en faisant a—0, AM, 
et elle montre de plus qu’en faisant va rier n, A et ses (n— 1) dérivées 
premières sont nulles en M,, si (i(E)da)}*' est la première dérivée 
non nulle en M,. 


0? 


Discussion des éventualités. 


Tutorime. — 1° Si (i(e).da), > 0 les conditions initiales suffisent 
a déterminer le mouvement ultérieur. 

2° Si (i(e).da), <0 les conditions initiales ne peuvent déterminer 
le mouvement ultérieur, il y a impossibilité si (i(E).da), <o ou 
(i(E) . da),"*” < 0 indétermination pour 

(i(E).da),>o ou (i(E).da)?"” > o. 

En effet 1° Si (i(e).da), > o et (i(E). da), ~o la relation (II, 1) 

avec n=o donne pour 


(i(B) da), > o À = 0, oS >o mouvement M acceptable 


a—=0, A, <0 mouvement M inacceptable 


hg da À 
(iE). da), < 0 \ ER a <0 mouvement (M) inacceptable 
| Cas A, > 0 mouvement (M,) acceptable 
si (i(E).da), 0, ((E).da)"*'o0 mêmes résultats en utilisant 
Ir) 
2° Si (i(e). da), <0 et i(E). da -£o la relation (II, 1) avec n — 0, 
donne pour (i(E). da), > 0 (M) et (M,) tous deux possibles 


Jr a=, wa 0 
dt /, 


| pour ao, 770) 
Il y a donc indétermination. 
Si (i(E) . da), <0 (M) et (M) sont tous deux impossibles 
la 
0 A=o, (% 
yor ase, (i) co 
pour ao, À, Lo. 


Si (i(E). da), —0, (i(E).da)"*” 0 mêmes résultats en utilisant 


(lyr). 
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Image géométrique de cette discussion. — En M, de \,, 
dérons les vecteurs L, et e, de l’espace tangent. La sous-variété 
a 0 partage au voisinage de M, V,,,, en deux régions. A la forme 


da associons le vecteur a d origine M, orientée dans le sens de la 


., consi- 


— 


région positive. Aux deux composantes covariantes relativement à a 


> > 
de E, et de e, associons respectivement les vecteurs colinéaires à a 
a —(itE).da) a, A = — (i(e).da),a. 


Si (i(e). da), > 0, « et A sont de sens contraire, à % correspond 
un mouvement (M) ou (\,). 


. e- nt > D — 
Si (u(e).da),< 0, « et A sont de même sens: à a de sens 


contraire à a ne correspond aucun mouvement, à & ayant le sens dea 
deux mouvements. 


S IIT. — Conséquences mécaniques. 


L'étude précédente montre le rôle important jouer par le signe de 
l'invariant i(e). da dont l'expression analytique est quand emploie 
des coordonnées hamiltonniennes 

i= | 
KHel:da— Ÿ = is 
n OP; 

Pour une liaison du type d’Appell qui comme nous l'avons vu au 
chapitre 1, § V comprend comme cas particulier les liaisons holo- 
nomes et les liaisons linéairement non holonomes i(e) . da est égale à 
la norme de e, il est donc toujours positif. Pour de pareilles liaisons, 
les conditions initiales suffisent 4 déterminer le mouvement ultérieur. 
Pour les autres types de liaisons, en particulier pour les liaisons avec 
frottement, avec résistance au roulement et au pivotement sur les- 
quelles nous reviendrons au paragraphe suivant les conditions ini- 
tiales jointes aux conditions mécaniques peuvent ne pas étre suffi- 
santes. Dans les cas d’indétermination, si l'on veut préciser le 
mouvement ultérieur il est nécessaire d'ajouter aux conditions 
initiales une condition sélective pour (M) et (M). SE 


Raison analytique de l'indétermination. — En utilisant l'inter- 
prétation géométrique du système différentiel des équations du 


16 
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mouvement comme définissant les lignes tangentes à un champ F 
sur une variété V,,,, avec F—E pour un mouvement (M), 
F—E- 2e pour un mouvement (M,), le champ F ainsi défini est 
discontinu sur la sous-variété ao. Il y a donc deux intégrales 
possibles qui correspondent aux mouvements (M) et (M,) quand on 
prend le point initial M, sur la sous-variété a — 0. Les considérations 
mécaniques À >> 0 si ao, a >0 si Ao ne permettent de sépa- 
rer les deux mouvements que si i(e). da => o. 


Tuéorème. — Apparition ou cessation d'une liaison entraine 
nécessairement une discontinuité pour les dérivées des fonctions 
représentant le mouvement. Si sur V,,,, on se donne 2n fonctions f; 
indépendantes sans singularité dans le voisinage de M, pris sur la 
variété a — 0, les mouvements (M) et (M,) sont définis par les systèmes 


différentiels 
On Vi. M it. dr 


dt dt 
avec Ai(e).da-+-i(E).da—o. 
En M, si A°=£0, on en déduit: (f:’ .), — (fi), =A, (i(€) dfi), 


ce qui montre la discontinuité des dérivées du premier ordre des 
fonctions f,. 
Si en M et ses (n — 1) premières dérivées sont nulles la formule 


(II, 3) donne 
(RUE), He) df), 


ce qui montre que les dérivées d’ordre (n+ 1) des fonctions f; sont 
discontinues. 


§ IV. — Exemples montrant l’existence d’indétermination 
due à une liaison. 


1° Revenons à l'exemple d’asservissement décrit au début de ce 
chapitre. 

Désignons par I, le moment d'inertie du disque A, par lle couple 
qui lui est appliqué, par I, le moment d'inertie du disque B, et 
supposons que le moteur asservi entrainant B ne peut tourner que 
dans le sens négatif. 

La liaison se traduit par 8 —a—o, ou conformément au point 


+ 


t 


L 
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de vue du chapitre u, SI par a— 5 — à —0o, la puissance des forces 
nécessaires à sa réalisation étant P — — AB. 
La forme Q génératrice des équations du mouvement est 


Q =I, dé /\ da HI, dB A dB — La da /\ dt — LB dB /\ dt 
+ [da /\ dt — X dB /\ dt 


d'où les équations 


Mouvement (M)A — 0. Mouvement (M,)a — 0. 
(—T dà + dito —I,da+[.,dt=o0 
da — adt—o | dx —~¢di=o 
I,d8 =o —I,d8 —adt=o 
dB —8dt=o dB — 6 dt—0o 
Les composantes du champ E sont + Oe: 6, 1 celles du 
champ e sont o, iba 0,16, 00: 
Il en résulte i(e). iin Hs = i(E). da=— +". La relation (II. 1) 
2 1 
permettant de discuter les éventualités s écrit dans ce cas 
de ne Hal 
dt I 1 
Discussion. 
: pour À —0, ue — — = <o donc (M) inacceptable 
“puisque ca doit être positif 
si lo res Lars P 
pour a=o. A=— Ly <o donc (M,) inacceptable 
‘puisque À doit être positif 
dr mots 


pour A0, 


"© 10 donc (M) acceptable 
dt if : da ane : 
puisque ae positif 
si [',<o pour ao, A=— T a0 done (M,) acceptable les 
deux disques faut dans le sens des aiguilles 
d’une montre. 


Dans le cas où I’, est négatif il y a indétermination; cette indé- 


: more tl 
termination ne peut être levée que par un choix arbitraire a 0 


* mouvement (M), À  o mouvement (M,). 


2° [Lest clair qu’on peut multiplier les exemples du genre précé- 
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dent en associant à un contact électrique créant un champ de forces 
une relation de liaison liée au contact. 
3° Cas de deux solides en contact avec frottement de glissement, 
avec résistance au roulement et au pivotement. 
Nous avons au chapitre 1, § VI calculer i(e) . da pour deux solides 
en contact ponctuel. La relation permettant de discuter les éventua- 
lités est de la forme 


Ge _— (i(e). da),N == (i(E) . da), 


avec 

i(e).da— À + f(Bsins-+ Ccoss) + 2(D cos s + F sina) + 0G. 
Si (i(e). da), >0, pour (i(E).da), > 0 la seule éventualité 

possible est Gs — (i(E) da), c’est-à-dire séparation des deux solides 


pour (i(E).da), <o (i(e).da),N——(i(E).da),, glissement des 
deux solides l’un sur l’autre. 


Si (i(e).da),<0, pour (i(E).da), <'o deux éventualités 


possibles : ea > o séparation des solides, N >o contact avec 


glissement des solides pour (i(E).da), < 0 impossibilité de la sépa- 
ration ou du contact. 

Si on néglige les résistances au roulement et au pivotement le cas 
d'impossibilité a été signalé pour la première fois par Painlevé et est 
connu sous le nom de paradoxe de Painlevé (*) qui signale également 
qu'on peut rencontrer des indéterminations dans les problèmes avec 
frottement. Si on néglige le frottement de glissement et la résistance 
au pivotement M. L. Roy (*) a signalé que la résistance au roulement 
pouvait également donner naissance à des indéterminations et des 
impossibilités. 

Remarquons que le frottement de pivotement ou l’ensemble frotte- 
ment de glissement résistance au roulement et au pivotement 
peuvent donner naissance aux mêmes phénomènes. 

Ces anomalies qui ne paraissent telles que par rapport aux liai- 
sons classiques holonomes et linéairement non holonomes, ont 


(22) Cf. Parntevt, Comptes rendus de l'Académie des sciences, tome CXXI, 1895 et 
Leçons sur le frottement, Hermann, Paris, 1895. 
(4) Gf. M. Louis Roy, Congrès de mécanique appliquée, 
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conduit certains à penser qu'elles étaient dues à l’imperfection des 
_ lois de Coulomb et que des lois plus précises les éviteraient. L'étude 
faite dans ce chapitre montre qu'il n’en est rien puisque l'origine 
des paradoxes et des indéterminations réside dans le concept même 


de liaison et tient à une disposition des vecteurs e (champ de liaison) 
et à (associé à la forme da) en un point M, de la sous-variété «a — 0 
de V,,,, si i(e).da est négatif. 


Le cas du frottement de glissement n'est donc historiquement 
que le premier cas où ces fails ont été constatés. 


i 
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CHAPITRE V 


THÉORIE DES LIAISONS UNILATÉRALES : 
CAS DE PLUSIEURS LIAISONS 


S I. — Aspect mécanique du problème. 

Quand on considère un système mécanique S astreint à p liaisons 
de classe U (chap. 1v, § I) les conditions initiales étant données, il 
est naturel de se demander quels sont les mouvements possibles et 
dans quels cas les conditions posées à priori pour la rupture des 
liaisons et pour les facteurs de liaisons sont suffisantes pour séparer 
les mouvements. 

Le système Ho S sera défini par le champ E caractéris- 
tique d'une forme () de degré deux sur une variété différentiable V,,.;, 
chacune des p liaisons sera caractérisée par une sous-variété analy- 
tique a" =o et par un champ de liaison A, e“, À, fonction numérique 
à déterminer, e* champ connu, l'indice À variant de 1 à p. Se donner 
les conditions initiales revient à se donner un point M, de V,,.,. 
Toute la discussion repose sur le théorème suivant. 


Tutorime I. — f, À,... À, étant (p—+1) fonctions numériques 
sur V,,,, régulières ainsi que leurs dérivées partielles dans le voisinage 
d'un point Mate er cet p+ ) champs donnés sans singularités 
dans le voisinage de M la de wée (n + 1)° de la fonction f relativement 


au champ: E +- ÿ A,e" peut se calculer au moyen de la formule : 
airs 
So PH (Ang be 27e VOL) RTL RES ast, + (i(E)df}" +0 


avec pi =ie"). df, 95 = i(e") .d(i(E).df)™, avec sommation relati- 
vement à l'indice muet h dans chaque parenthèse (A,g*)"-?+9, Vexposant 


eae: ne, f ; Pr 
(n — p+1) indiquant une dérivation par rapport au champ E+ S'Ae" 
i] 


LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE 239 


La démonstration s’elfectue comme celle du théorème II, chap. 1v. 
Par définition 


f= iE) df+ Ayi(e’) . df. 
En posant i(E).df=0,, i(e').df—gh, la dérivée n° de f 
( 1) (a+ 1) — om + (Angry. 


On peut appliquer à la fonction ®, le procédé employé pour la 
fonction f. 


Par définition 
= i(E). dd, + Aui(e*) dd. 
En posant i(E).dd, —®,, i(e").d®,=¢}, la dérivée (n — 1)’ 
de 0) donne 


(2) (1100) — pe 1) ae (Ayoty"— D 


Le raisonnement se poursuit et on obtient après (n-+ 1) opéra- 
tions analogues 


(ni) = KE), + Ag... 


En ajoutant membre à membre les (n + 1) relations précédentes 
et remarquant que i(E).d®, = (i(E).df)"~” on obtient (V, 1). 


On peut appliquer (V, 1) aux p fonctions a’, ..., a@? en un point M, 
ce qui donne 
(V, 2) (ak Jot) — (Ago ht)... — (Anger PT 0. 


P 
— (Angn's 1), = (HE). dal. 
En particulier si (i(E).da*), 40 pour tout k de 1 a p ce qui 


signifie que E n'appartient à aucun des espaces tangents aux sous- 
variétés a* — 0 

(V, 3) (at) —A,(i(e*).da*), = (HE) da*), k(t à p). 

Les relations (V, 3) dont les seconds membres ne dépendent pas 


des éventualités permettent de discuter la nature des mouvements 
possibles : 


Hypothése A. — Si le mouvement de S alieu avec rupture des 
p liaisons, on doit faire dans le premier membre de (V, 3) 
A, == 0... A,==0 ce qui donne 
(a“)® — (i(E).da*), k(1 à p) 


L'hypothèse A est acceptable si (i(E).da*), >. 


240 F. GALLISSOT 


Hypothèse B. Si le mouvement de S a lieu en respectant 
les p liaisons on doit faire dans le premier membre de (V, 3) 


(ONE PR (diet e 
ce qui donne pour déterminer les À, le système des p équations 
linéaires 
— An(ies) . da), = (i(E) .da*),. 
Comme on doit supposer les liaisons compatibles (cf. chap. 1, § IT) 


ce système admet une solution. 


L'hypothèse B est acceptable si À, > 0, ... À, >> 0. 


L'hypothèse C. — Si le mouvement de S a lieu en respectant k 
liaisons qu’on peut supposer être les premières pour fixer les idées, 
et rupture de (p —k) autres, on doit faire dans le premier membre 


de (V, 3) 


(AN Paso ea EP 0: A, ores et 


On est conduit 4 résoudre un système linéaire aux inconnues 


À, An (at 1}... (ar) 


4 


— Aie').du'—......... — i,t(e)*. dat = i(E). da' 

ees RE") Ne eee es = D = ni - du” 
(a+!) — A ife).daft!—......... — Àji(e). da**' = i(E).da**' 

(al) — d,i(e'). da? —......... — A,i(e") .da? = i(E). da? 


dont le déterminant est différent de zéro puisque liaisons prises 
parmi les p doivent étre compatibles. 
L’hypothése C est acceptable si 


Le eee Re Oe (Gr le es Ole Paie (a? > 0. 


§ Il. — Problème d’analysis-situs équivalent. 


On peut donner à l'examen simultané de ces diverses hypothèses 
une forme géométrique qui simplifie la discussion. 

Remarquons qu'une liaison du type a= 0, Ae étant donnée, cela 
signifie qu'on connaît d'une part le champ e, élément de l’espace 
tangent T à V,,,, d'autre part la forme da élément de T’ dual de T. 


AMEE me 
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La réalisation physique de la liaison unpose a ete. Les deux éléments 
e et da sont indépendants de tout système de coordonnées. A ces 
deux éléments est associé l' invariant i(e).da, c'est-à-dire qu'en un point 
M, de \,,, (üe).da), a une valeur indépendante du choix des coor- 
données. Relativement aux p champs e' ... e’ et aux p formes 
da’... da’, nous avons en M, les p* invariants 


er" 


Les p éléments r““ sont les éléments d'une matrice |}r*"||. 
Considérons maintenant un espace vectoriel E, à p dimensions et 
dans cet espace d'une part p vecteurs arbitraires indépendants 


Pie a >p À ad : eee >p 
a@,a...a@ ayant mêmeorigine, d'autre part p vecteurs À , À ... A 
définie par 
AU | à! 
| — pik  % a’ 
se : 
AP a 


Les p équations (V, 3) sont équivalentes à la relation vectorielle 
Es = Fe 

(V, 4) a+ AA = à 
(le changement de signe provient de la défimtion donnée aux 
vecteurs À»). L'hypothèse A signifie qu'on peut décomposer dans E,, 
le vecteur a suivant les p vecteurs a' oe a el que ses composantes 
sont toutes positives par suile que a est dans une région R° bien 
déterminée de E,,. 

L'hypothèse B signifie qu'on peut décomposer dans K, le vecteur a 
suivant les p vecteurs Vague AP et que ses composantes sont toutes 
positives, par suite que “est dans une région R, bien déterminée 
de E,. 

L'hypothèse C signifie qu'on peut décomposer a suivant les i 
vecteurs A', A?:... A* et les (p —#) vecteursa‘*' ... a? et que 
ses composantes sont toutes positives, par suite que a est dans une 
région R?7" bien déterminée de E,. | 

Le problème d’anaiyse qui consiste à déterminer les mouvements 


possibles du système S astreint à p liaisons de classe U quand on 
connaît les conditions initiales est donc équivalent à un problème 


| d'Analysis-Situs. 
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Dans un espace euclidien E, on se donne une gerbe de 2p vecteurs 
de même origine 


>  — > 
ad eth 
Swale 
Abe APR AE 
Quand on prend p de ces vecteurs 
LT EL >. Ca ° e e 
Abe ec AM are Ane ERP SR Re ete 


étant une permutation des p premiers entiers) choisis de telle sorte 
que deux vecteurs ne figurent pas dans la méme colonne du tableau 
précédent on obtient un p-èdre. A chaque p-èdre on associe une région 
de E,R*+;; ‘que nous appellerons région interne au p-èdre telle que 
si a est dans R#+';::4 les composantes de a(X,.. a Xp lis CNE 
relativement à ce p-èdre sont des nombres tous positifs 


> Je: >. >. >. 
aX, A+... LX,AË Lars, af... rat. 

A la décomposition précédente de « correspond un mouvement 
M*x * du système dans lequel k liaisons prises parmi les p 
subsistent et (p — k) autres sont rompues. « étant donné le nombre 
de mouvements possibles correspond au nombre de régions 


R#+!'.-. auxquelles a peut appartenir simultanément. 
Nombre total d’éventualités. — Il y a autant de régions R¥*+',-- 
qu'on peut réaliser de combinaisons de 4 vecteurs À"... Au pris 


parmi p d’entre eux soit Ck. Le nombre total de régions est donc égal 
a la somme des combinaisons 


GC... + Ch... 4+ Ce = 7. 


Le nombre d’éventualités possibles dans un systtme mécanique 
astreint à p liaisons de classe U est donc 2. 


Conditions nécessaires et suffisantes d'unicité des éventualités. — 
Pour qu’à un vecteur & ne corresponde qu’un mouvement, il faut 
et il suffit que les 2 régions R#*+';::? n'aient pas de domaine 
commun à p dimensions ou n'aient pas de point interne commun. 
Les vecteurs A' ... A? étant définis à partir des vecteurs a! ... a 
au moyen de la matrice ||— r“||, on est conduit à étudier les condi- 
tions auxquelles doivent satisfaire les éléments de cette matrice pour 


que les diverses régions R#+*°;: n’aient pas de domaine commun 
à p dimensions. 


— 
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Tutonéme II. — La condition nécessaire et suffisante pour que dans 
un espace euclidien à p dimensions, loules les régions internes aux 2° 
p-èdres oblenus en prenant p vecteurs dans des colonnes différentes 


du tableau 


cag? ~k a 
Geet Gs. 5 OO? 
vi a Le 
Re OR Ua 


n'aient aucun domaine commun à p dunensions est que tous les déter- 
minants mineurs diagonaux qu'on peut extraire de la matrice carrée 


> > 

\\r"*|| soient positifs, les vecteurs A", ..., A? étant définis en fonction 
= > 

des vecteurs a’, ..., a?, au moyen de la matrice || — r"||. 


LEMMES PRÉLIMINAIRES. — 1. Deux p-èdres formés au moyen 
de 4 vecteurs différents n ont pas de domaine commun à p dimen- 
sions si au moins une des k inégalités 


(V, 5) Xe ant aust) ag hie: 


est satisfaite, x, ... tx, Xj, --- Xm» désignant respectivement les 
composantes d'un vecteur de Ep par rapport aux k vecteurs différents. 

Les deux p-èdres étant formés de À vecteurs différents, cela veut 
dire que si on a pris a/ dans la colonne j pour constituer le premier 
p-èdre on a pris Ài dans cette même colonne pour constituer le 
deuxième p-èdre. 

Il en résulte qu'un même vecteur & a pour expression dans les 
deux bases relatives à ces deux p-èdres 


> > 


i = A ig+ A ik OT ik+t 5e 
= 3,0 + a" +X;,, A Le XA + a + Lil ip 
= >. TE AT ~ ik ; yee ; = 
aX, Ait... +X, Ata, a+ ea" + Fin, .@ +a a". 
Dire que les régions internes a ces deux p-édres n’ont pas de 
domaine commun p dimensions signifie qu'on ne peut avoir simul- 
tanément: 
; 
Be eo 0 he One b eat. 
SCT IEP PRET Le 107 SR Ty > 07 
en d’autres termes on doit avoir au moins une des k inégalités (V, 5) 
; 3 
2° Deux p-èdres n'ayant qu’un vecteur de base différent n’ont pas 


de domaine commun à p dimensions si le quotient de deux déter- 
, sé PP Pr 
minants diagonaux formés avec les éléments de la matrice ||— r|| 


est négatif. 


244 F. GALLISSOT 


Les deux vecteurs non communs étant a* et A‘, x a pour expres- 
sion dans les deux bases relatives à ces deux p-èdres 
Rie rare , k— . ET ET 
= X À EX AM baat an, att page 
> > > 
= ! 1 ! h=i h+1 cf 
am XA' +... Xp AMX Atel abe. atom 


D’aprés le lemme précédent les deux régions internes aux deux 
p-èdres sont distinctes si 


TX y <0 
Or sit, ... &, &,.,...E, sont les composantes de a* dans la 
aig os = > 
base A', At matad: a? 
ay ey are PEC RS! See r 7 
a*=§,A,:---++6,A"+&,, a" 7! +--+ &,a?. 


En remplaçant a* par sa valeur dans la première expression de a 
et identifiant les coefficients de A* on obtient 


X, = Ex 


La condition équivalente à Xr <0 est donc §,< 0.&, s'exprime 
au moyen des déterminants mineurs extraits de la matrice \|— r*4||. 


Il suffit pour « cela d'exprimer les vecteurs a', ... a* en fonction 
des vecteurs A, pipe Ak, ak*!, 5 ar, c ie sai de résoudre le 
systéme 


peep > 
q'..-—piktgt*—A pike ta kel... Lorie 


feet 


> > > > a 
Arte eae rik pansies ete 


s A » — 
d'où £,— 21" avec 


die 


1 APE 
A Pal ... — | A 
DANS Ss pice pk tht) A Le 


Aux: et Ay... sont deux déterminants mineurs diagonaux 
extraits de la matrice ||—»"|]. La condition nécessaire et suffisante 
pour que les régions internes aux deux p-èdres construits sur les 
deux séries de vecteurs | 


Ag HAS 
À Per En 


> = 
ra? 


a 
Le > 
ont: al 
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n'aient pas de domaine commun à p dimensions est Dh RE 
12...X 
3° Tous les couples possibles de deux p-èdres n'ayant qu'un 
vecteur de base différent, n’ont aucun domaine commun à p dimen- 
sions si tous les mineurs diagonaux de la matrice ||r**|| sont positifs. 
Appliquons le lemme 2 aux divers couples de p-èdres suivants : 
1° Les régions internes aux deux p-èdres définis par les deux 
séries de vecteurs 


a oat > = 
went s, PEU À 
Wee tt a Ae 4 

n'ont aucun domaine commun à p dimensions si —r"* < 0 soit 


ge ete 
Conséquence : Les éléments diagonaux de la matrice | 
être tous positifs. 


2° Les régions internes aux deux p-èdres définis par les deux 
systèmes de vecteurs 


r'*|) doivent 


= >» oe FE >. =a a 
Goon. ot Ben ee oe een 
=a = a rer — , =. = 
i tt? 55899, ach AIAG ee a. 
— phh 
: : 3 : : ; 
n'ont aucun domaine commun à p dimensions si —,-——j,, < 0. 
Tr 
pt = pl 


En tenant compte de la condition précédente, on doit avoir 


at it 
{pik pi 


Conséquence : Les mineurs diagonaux du deuxiéme ordre de la 
matrice ||7““|| doivent être positifs. 


3° Le raisonnement se poursuit par récurrence. Les régions 
internes aux deux p-èdres définis par les deux systèmes de vecteurs _ 


er = sare tet ky aa Say ey TD 
2 S th 

ee ee de D Peters à à PL Me À TR ie 

> > > > > + > > 
2 ‘ y +1 

not ob so MA Ans 0? 


ET Re pal mr ne pai D 
LATE — Peas LAS Lea he 0 
a ae pep ae x Spee oe 

lice pV ry prance 
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Par hypothèse le déterminant placé au numérateur est positif, le 
déterminant placé au dénominateur étant de parité différente. 


on doit avoir 
A PNR 


RE PET ve 


Démonstration du théorème II. — 1° Envisageons d'abord le cas 
de deux p-èdres définis par les deux suites de vecteurs 
ASS Oe FU a sua A ae. 
=> Ee aan > > 
Ato At visas A ae Ree ea? 


> 
Un même vecteur « a pour expression dans les deux bases rela- 
tives à ces deux p-èdres 


ax a +. sf ayatt ay. Te +2, aP 
a XA’... +X,Attal atett...talar 
Montrons qu'au moins une des k inégalités (V, 6) est satisfaite, si 
tous les mineurs diagonaux de la matrice ||r”“|| sont positifs 


(V, 6) fe ee AE T,X, <0. 
Les équations 
Xt 114 tk k 1k k i 
At=—r"'a'—..-—r'*a risetahet__..,— p'PaP 
> > > 
RR ek as hig te eke hl RE Rh nt RTE ae nl 
montrent qu’on passe des X,,..., X, aux a, ..., 7%. par la substi- 
tution 
| ti kKIN 
ae X,... Lr"X, 
LUCE YÉ Cote CE RS 


— Ho rk ey rx, 
qui puisque À, — det |" ae 0 (> 0) admet une substitution 
inverse (V, 8) 


er 


—X = ++, 

CURE Dee shyt i tn FT ME To Are 
k 

—X,—= "x +. wee” 
A, Ai. 


Si une des inégalités 7,<0, ... 2, <0, est toujours satisfaite 
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lorsque a est dans le domaine D(X, >0, ... X, > 0), une des iné- 
galités (V, 6) ayant toujours lieu, la proposition n’est pas à démontrer. 


Supposons donc qu'aucune des inégalités & 0, ...æ,<o ne 
soit toujours satisfaite quand a est dans D. Les variables x,, ... 2, 


ne peuvent étre toujours positives quand a est dans D, car en parti- 
culier pour X, =0,... X,Æo, ... X,=0, les équations (V, 7) 


ri. : x : 
donnent &———X;; rl et A, (mineur diagonal) étant positifs. 
k 
æ; est négatif, Les variables x, ...æ, s’annulent donc quand a par- 
court D. En particulier pour æ,—0, x, —0, ... MON gaa 
les équations (V, 8) donnent pour les variables X,, ... X, 
Ri Ri Ri 
—X, —— >, ... —X — =, —X, — 
1 A, j | A, J k A, a 


D'après le lemme 3 A, et Rj mineurs diagonaux sont positifs. x, 
est négatif car dans D X, est positif, il en résulte que tous les coeffi- 
cients Rj... RY, sont positifs. Le raisonnement se répétant pour toutes 
les valeurs de j (1 à k), les coefficients des équations (V, 8) sont 
donc tous positifs. 


Lorsque a est dans D les premiers des’équations (V, 8) étant 
tous négatifs, il doit en être de même des seconds membres donc au 
moins une des variables x, ... x, est négative. Une au moins des 
inégalités (V, 6) est satisfaite. 

9° Envisageons maintenant le cas général. Soient deux p-èdres 
quelconques formés au moyen de k vecteurs différents. Un même 


vecteur « de E. a pour expression dans les deux bases relatives à 
p ap P 

ces deux p-èdres 

= + a 7 ig+t ra * ik+t = 

a=2,a"+---+0,a9+Xji,,, AT +--+ Xp AM + oR, a + Fe ya? 

< LE A iq > iget Mk Se ibid 1 ip 

a=X,A"+-.-4+X,, À. a+... +0, aig, at t+etaa®. 
Pour trouver la substitution qui permet de passer des 

ig” X 

évaluons les vecteurs de la premières base en fonction de ceux de 

la deuxième. Des relations de définition des vecteurs 


AT CRUE 
on déduit le système aux inconnues 


ia fare: _ Ai: __ Aik 


Se acini aie d den DUE Ras, ora Saya pe ge oi 
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pete pid gis ee aed pid — piigt tg iy +! ne rer pil ip ur (i 

igi. > iqig i ig +1 = | | igip ip HY 

— pit qu 1... — pidig qi — pivia ail es tert r4 Pa i sarily A Hi 
ET SW ple eatery I EES AUTEM er pe ri... D rat 


Pa ms >. À >. Bie 
— pikir gis METRE ri qi — A ii — ru tiqiti - CA + phir a? 


Remarquons que le déterminant de ce système A,,...;, est un 


mineur diagonal de la matrice ||r“||. Le calcul deal 2. $e 


>, > 
—A‘*', ..., —A™ montre que les coefficients RK;, .. Ro. 
RS ... R sont des mineurs Tr de ||r**|| 


oh R, ik Ri, = 
7 Mice Ai ig Â ü a+! ue P hi 
À, _ ig is hu ee ro iby Tu es TA 
2e" iq — ig+1, iq + iq + 
aa SRY. lt fg Ft nell + ak. ACT qu 

t1—iq uiq À tiy in—ig 
Fit BE ey BAM CRE ER ee oye 

Ainig Oi Ai,- —iq cr pe 
A‘ her RE hi iq ig+17 ig+1 koi Re - 
Ale A eb + hit ales x 

ü— iq ü— iq À Hae À 


On déduit de ces relations les formules de substitution (V, 9) 


EN ais Ry Rey 
—X, —_ iq 
à Ag pres Tu? oT WE À Xin | Ge Hs 
J Ri Ra “RE om 
X= pep tel a er he gay tres oS es 
(V, 9) ing” iniy Ag ue 
Rv TN 


= epee mn Xi Bras 
dE À, sep = En ET ae ade pu on a 


X;, 1 RS 4 By 
üiq üiq iniy 


Inversement évaluons les vecteurs de la deuxième base en fonction 


(a 
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de ceux de la première. On en déduit par un calcul analogue les 
formules (V, 10) 


ai 2i7 niet ik 
don ea ‘é vi i Oi 
| Li — Ft Mit \u+ Line d7183 + Ta 
Ein Y D DEC ik 
Sa pee. 52 vyiqwyw it ~ik P / 
. Ly = Aer atx AU Ne Peu a ui A=A,,, in 
\ * 10) i, i i i 
4 à 4 API ik 
À __ Pig+s 4 Dig + ig+! Pi 
Xe A Xi, +. + A Xi x 
r Pis ik ot où 
TR ae % . iky ik 
| TN ST EN EU HET. 


Ayant remarqué que dans les formules (V, 9) et (V, 10) les éléments 
diagonaux sont formés par des quotients de mineurs diagonaux de la 
matrice ||r“*|| donc sont tous positifs, il suffit de reprendre point par 
point le raisonnement fait dans le cas précédent pour montrer que 
dans le domaine D (X, >0, ... X,>0, 2iq., > 0 +--+ Pix >0) 
une des variables x A \; est négative, ce qui 
entraîne que les régions internes aux deux p-èdres n'ont pas de 
domaine commun à p dimensions. 


it iq+ 


Tutortme III. — L'espace E, à p dimensions est complètement 
couvert par les 2” p-èdres n'ayant en commun aucun domaine à 
p dimensions. 

. > . r 
Soit « un vecteur de E, déterminé par ses composantes LUE 


> >, 


par rapport à la base formée par les vecteurs a’, a... a’. étant 
quelconque dans E? les composantes a’, ... a’ ont des signes arbi- 
traires formant une suite de p signes — et + bien déterminée quand 
on prend les vecteurs dans | ordre a... a. Relativement à chaque 
p-èdre la décomposition de a suivant les vecteurs de base corres- 
pondants 2 


> — 


a aca, AMAR AS AU AP URL 


, 


engendre un système de coordonnées dont la suite des signes est 
bien déterminée quand on range les indices des vecteurs dans l’ordre 
naturel (1, p), opération toujours possible puisqu'on prend un vec- 
teur et un seul dans chaque colonne du tableau 


> > > Le 

PR ETS oe D sont 

LME cee howe < 
Pan, Kee ree APs, ole. 


Les suites de signe relatives à deux p-édres sont différentes si non 
leur région interne ne serait pas distincte. (Il suffirait de changer 
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l'orientation des vecteurs pour lesquels les signes sont tous négatifs 
pour obtenir une contradiction). Or il y a 2? suites de signes diffé- 
rents et 2” régions: donc à toute suite de p signes correspond une 
région et inversement. En particulier il existe une suite de p signes 
tous positifs. Il en résulte que l'espace E, est bien couvert par l’en- 
semble des régions internes aux 2’ p-édres, et que « est dans une 
région bien déterminée. 

Nombre de conditions auxquelles satisfont les éléments de la matrice 
\|r"*|| cas de réduction. Lorsqu'on écrit que tous les mineurs diago- 
naux de la matrice ||r**||sont positifs on obtient (2? — 1) conditions car 


C++ CHOC +... + Cho? — 7. 


Ces (27 — 1) conditions portent sur les p° éléments de la matrice. 
On peut mentionner deux cas simples où il y a réduction de ce 


nombre de conditions. Considérons pour cela un vecteur x de E, dont 
nous désignerons les coordonnées par x; et par X; respectivement par 
rapport aux deux bases 


1 con" > 7A Te > 
Tea D et fee: ayers Ce 


le fait que les régions internes aux deux p-èdres formés par ces deux 
séries de vecteurs sont distinctes se traduit par une des inégalités 


wih CON 2 ph, Oven ya 0: 

Considérons alors la forme bilinéaire 4(r. X)— ÿ æ,X' qui 
engendre la forme quadratique Tes (rp) XX puisque 
= rIIXIL [|= ain désignant la transposée de ||— r"“||. 

On a donc l'identité Ÿ x;X;,=—4J{X). 


Psd 

Il en résulte que si la forme {(X) est toujours définie positive 
dans E, une des inégalités 7,4, <0, ... x,X,< o est sûrement 
satisfaite. Le fait que la forme soit toujours définie positive dans E, 
étant indépendant de la base choisie. on peut prendre pour bases 
deux systémes de p-édres quelconques ce qui montre que les régions 
internes à ces deux p-èdres n'ont pas de domaine commun à p dimen- 
sions. D'où les deux cas simples 

1° cas: La forme quadratique 4 = tir (ré rl )X, X, est définie 
positive. à 


Rés 
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2° cas: La matrice [|r"*|| est symétrique et la forme Ÿ associée 
est définie positive. 

Dans ces deux cas les (27 — 1) conditions se réduisent à p condi- 


tions qu on obtient en exprimant qu'une chaîne de mineurs emboîtés 
de ||r’‘\| sont tous positifs. 


S Ul. — Étude des cas (i(E). da) — 0. 


Dans toute l'étude précédente nous n'avons pas envisagé le cas où 


le vecteur x se trouve dans le domaine intérieur d’un des 2” p-èdres, 
puique nous avons supposé au paragraphe I (i(E).da“),-£o pour 
tout k de 1 à p. Il est aisé de voir ce qui arrive lorsque a est plus 
généralement dans un domaine à / dimensions (k < p) commun 
à 2* p-èdres. 

Envisageons d’abord le cas particulier où «=o dans E, c'est-à- 
dire (i(E)da*), — o pour k variant de 1 à p. La formule (V, 2) montre 
que si les (i(E). da*){""” sont les premières dérivées non nulles pour 
tout A de 1 à p, d'une part pour un ordre inférieur à n les À, ainsi 
que toutes leurs dérivées jusqu’à l’ordre (n— 1) inclus sont nuls 
en M,, d’autre part que la première dérivée non nulle des a* est 


d'ordre (n+ 1). Il en résulte 
(at)n= 9 — (2,)%(i(e). da“), —(i(E). da)" * " 


ou (a+ (9) — (i(E) da)? 

En interprétant cette relation dans l'espace vectoriel Ep on voit 
que la discussion des éventualités s'effectue au moyen du même jeu 
de vecteurs a, ... a’, A’... À que précédemment. On déter- 
mine (a“}®*°, (A,)(” au moyen du vecteur a défini par ses compo- 
santes (i(E).da*)"*”. 

Cas général. — Si a appartient au domaine commun à 2" p-èdres 
(k <p) ce qui signifie que (i(E).da"), =o pour k valeurs de A, il 
suffit de décomposer % en Oy appartenant 4 E, espace commun aux 
2* p-èdres, et en ne appartenant à l'espace complémentaire de E, 


par rapport à Ep. 
= X, Ait AE SP AN La ae os aren ra 


ARE > ip 
—— 1 . » 
Cut Oc eye 
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Comme par hypothèse 


> 
Art ne Ape 0, Lig, — 0: sue CDD —— 5 A0 


on est ramené au cas précédent. [l suffit de prendre pour compo- 


La PT ef ° h\(n+ 1) 
santes de +, les premières dérivées non loutes nulles de (i(E) . da ) 


pour /(i, à i,). Si dans E, certaines d’ordre (n + 1) sont simultané- 
ment nulles on considérerait un sous-espace de E,. 


S IV. — Interprétation mécanique des résultats précédents. 


De toute l'étude précédente résulte le théorème suivant : 


Tutortme IV. — Quand un système mécanique S est astreint à p 
liaisons de classe U, a"(p,, qi, t)=0, Q—=A,Iidq'/\dt,  >0o, À,>0, 
si les conditions initiales satisfont aux équations a*(p?, qi, )—=0, il y 
a 2? éventualités possibles. La condition nécessaire et suffisante d'unicité 
des mouvements est que tous les mineurs diagonaur qu’on puisse 
ectraire de la matrice produit A. L soient positifs 


/  L=[ftl) 


da" 


(a = op 


Application aux liaisons d’Appell. — Dans les liaisons d'Appell 
qui (cf. chapitre 1, § V) sont de puissance nulle et comprennent 
comme cas particulier les liaisons holonomes et linéairement non 
holonomes classiques la matrice ||r'"|| est symétrique. En effet pour 


: fe da" ; 
de pareilles liaisons #— —.- La matrice ||r“"| 


ot 


El 


étant le produit des 


à ‘joa! 
deux matrices A et Lavec A=. 


| 


|, L=||L!|| il résulte de 


que dans le cas des liaisons d’Appell A—=L*.G, en désignant par 
L* la matrice transposée de L et.par G la matrice symétrique ||g“||. 

La relation ||r""||—=A.L=L’G.L montre que ||r"*|| est symé- 
trique. Il résulte alors du théorème IV et du deuxième cas de 
réduction des conditions signalé à la fin du paragraphe III le théo- 
rème suivant : 


Piéonëue V. — Pour un système mécanique S astreint à p liaisons 


| 
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d'une part de classe U et d'autre part du type d'Appell, les conditions 
iniliales sont suffisantes pour déterminer le mouvement ultérieur. 


Autres types de liaisons. — Pour les autres types de liaisons les 
conditions initiales peuvent ne pas être suffisantes pour déterminer 
le mouvement ultérieur si les mineurs diagonaux de la matrice {| a** || 
ne sont pas tous positifs. C’est ce qui se produit en particulier dans 
les systèmes de solides en contact avec frottement quand les vitesses 
de glissement aux différents points de contact ne sont pas nuls. Dans 
les cas d'indétermination il est nécessaire d’adjoindre aux conditions 


ro a, RE oe x : 
initiales des conditions équivalentes à di +0, A, 0 pour préciser 
le mouvement ultérieur. 


S V. — Liaisons dont l’expression de la puissance 


peut dépendre de l'existence ou de la rupture d’autres liaisons. 


Dans ce qui précède nous nous sommes occupés de liaisons du 
type a*—0o, A,e" le champ e“ étant connu à priori et par consé- 
quent indépendant de l'existence ou de la rupture d’autres liaisons. 
La discussion des éventualités pouvant se présenter dans le cas de 
solides en contact avec frottement, les vitesses de glissement étant 
nulles à l’instant initial, conduit à envisager des liaisons dont 
l'expression de la puissance peut varier suivant l’existence ou la 
rupture d'autres liaisons et par conséquent dont le champ de liaison 
e" dépend d’autres liaisons. Pour simplifier envisageons un corps 
solide à plan de symétrie permanent, en contact avec la droite 
d’intersection de ce plan de symétrie avec un plan fixe perpendi- 
culaire. Si u et w sont les composantes de la vitesse du point de 
contact du solide avec le plan; 5 

a) le contact avec roulement sans glissement se traduit par deux 
liaisons de puissance nulle w—0, P,—uw; u—o. Phu. 


; ; dw 
b) la cessation de contact se traduit par A >a; ‘usso Melle 


‘entraîne aussi A — 0; la puissance de la liaison w=0, dépend done 


de la réalisation ou de la rupture de la liaison w. 
i aa es ) 


| 1 1 = == -—=—=0, —0 
1 c) le glissement naissant (=o, 4,—=9, “y —0 RE 
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modifie la puissance P, qui devient P,— u(w—efu) avec é e <0, 
e—--t1; la puissance P, dépend donc du fait que 5 est positif, 
négatif ou nul, c’est-à-dire de la rupture ou de la réalisation de la 
liaison u. 

Pour un ensemble de solides dépendant de 2” paramètres position, 
vitesse ayant p contacts entre eux, l'examen des éventualités pos- 
sibles à l'instant {,, dans le cas où les vitesses de glissement aux p 
contacts sont nulles à ¢,, bien que non susceptible de revêtir une 
forme géométrique aussi simple que celle envisagée ci-dessus, peut 
s'effectuer de la manière suivante. Ayant choisi p trièdres mobiles 
tri-rectangles P,x*y"2" de sommets respectifs P, point du A‘ contact, 
l'axe P,:" étant orienté suivant la normale commune, il est avanta- 
geux de commencer par écrire le système d'équations permettant de 
déterminer les roulements sans glissement et les cessations de contact. 

Les conditions de roulement sans glissement au À‘ contact se tra- 


duisent par 


u' =o v'—o W — 0 


P — Xu" P — Yo! P — Zw" 


Les roulements sans glissement aux p contact constituent 3p liai- 
sons de puissance nulle. D’aprés notre théorie nous devons les 
supposer compatibles ce qui permet toujours de choisir pour para- 
mètres les 3p quantités u", v", w". Les conclusions du § IV nous 
indiquent qu'il existe une forme quadratique des 3p composantes 
des réactions et que 3p des équations peuvent toujours se mettre 
sous la forme 


dt  oX" 
h a 
I = = gi h(i à p) 
CR __ 
G TENTE VAR, 


dont les seconds membres sont indépendants des éventualités. 


Ces équations indiquent immédiatement les contacts qui se 
A 


lw : 
rompent —— > 0 et les roulements sans glissement acceptables en 


dt 
wk di de” ip” ; xe : ote: 
écrivant Aes aT 0 pos (MECS ee 


J, coetlicient de frottement au 4 contact. 


May eee 
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Glissement naissant aux p contacts. — Pour envisager l’hypo- 
thése de tous les glissements naissants il ht de remplacer dans les 
du" ds" ly" à de" div" 


équations précédentes A pals i COST, 7 par Fra SIN Sy, an par o, 

X" par — f,Z'coss,, Y" par —f,Z"sinao,, 2" et 5, étant les coor- 

données polaires de la vitesse de glissement au /’ contact par rapport 
aux axes P,x"y". On obtient ainsi le système 

pe Pati. Le A 

: OS 5), — “sin == a" cos 5 + 6" sins, 


dt ) da 
OU 
II | ' Sag a as fal 
2 Lay Sith at Ÿ 


cos sn sin F,— p COS G;, 


Les équations (II, 3) déterminent les Z” en fonction des o". Les 


équations (II, 2) déterminent les , au moyen d'un système d'équa- 
tions trigonométriques. 


# © la - ds’ 

Les équations (II, 1) déterminent les AT : les valeurs trouvées sont 
mA C 

acceptables si Z=> 0 a er of 


Remargue. — On peut une fois la détermination des angles 5, 
; z ; Mag prie ee 
effectuée par le calcul discuter les signes des Z’, Fa en utilisant une 


représentation vectorielle analogue à celle utilisée au S Il de ce cha- 
pitre, puisque dans ces conditions les directions des champs de liai- 
sons sont connues. 


Cas du glissement naissant en À contacts, roulement sans glisse- 
ment aux (p—k) autres contacts. — On peut supposer que le 
glissement naissant a lieu aux k premiers contacts. On déduit de I 
par une méthode semblable à la précédente le système III 


: do" 0G 
a. SX °° o,— Saas -acoss,+ "sing, 
2. ee Sin, + TL cos, =a''sing,—B" cosa, yh(1 ak) 
Ul ox os 
}3 OF ah 
oZ* 
ye anh eh baadeh? Ross fo: BPP soe GS Bonk), 
J £ av" d Th | d fis 
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Les réactions en nombre égal à 3p — 34 —k sont déterininées 
par les 3p 34 — 4 dernières équations en fonction des 7,. Les 


sh a 
k équations (II, ») déterminent les 5,. Les ï 7 sont déterminés par 
Cel 
les À équations (III, 1). On peut envisager ensuite les 2p conditions 


— EP ; | 
de validité Fe > 0, 20, (X*? +(V") < (7,27) (dans ces der- 
( 


Va dun fs : 


nières À varient de Æ+-1 ap). 

Nous nous bornerons à ces généralités. notre bul ayant été de 
montrer que notre méthode permettait d’ordonner une discussion 
assez délicate. 


iste rth, “ 


an a Dre 


1L ne a a weer eg Mn | rere ee Caen M, oka ; 
"Er 4 . F € ie . spi 

sp hs ae ae 4 oT mgt n° JAM Le rex lily pré 1222 a Se. vw! 

… LS a EE 


sus: wo. sean, ci | 


rare” 


CHAPITRE VI 


ÉTUDE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
DE LA MÉCANIQUE CONSIDÉRÉES 
COMME CARACTÉRISTIQUES D’UNE FORME DE DEGRÉ 2 
DÉFINIE SUR-UNE VARIÉTÉ DIFFERENTIABLE V,,,,. 


Nous nous proposons de montrer dans ce chapitre, comment le 
oint de vue qui consiste à envisager le système y des équations 

différentielles du mouvement d'un système mécanique comme carac- 
téristiques d’une forme Q de degré 2 définie sur une variété indé- 
finiment diflérentiable V,,,.,. permet de connaitre la structure du 
sous-module des fonctions solutions de &. 

Les applications pratiques se déduisent aisément de là, cas d’inté- 
grabilité en particulier. 

Pour faire cette étude il est avantageux d'envisager les opérateurs, 
différentielle, transformation infinitésimale, anti-dérivation à un 
point de vue signalé par M. H. Cartan (*). Le paragraphe suivant 
est extrait de son exposé. 


S IL. — Définition et propriétés des opérateurs. 


Algébres graduées. — A étant une algèbre associative sur un 
anneau commutatif K ayant un élément unité, une structure graduée 
est définie par la donnée des sous-espaces vectoriels homogènes de 
degré p A’(p >> o) tels que l'espace vectoriel A soit somme directe 
des A?, et que le produit d’un élément de A? et d’un élément de A’ 
soit un élément de A?~!. 


Endomorphisme de degré r. — Un endomorphisme (*) de la struc- 


(22) Cf. M. H. Carran, Colloque de topologi” de Bruxelles 1950, Masson, Paris, _ 
(23) Cf. N. Boursaxr, Algebre,chap. 1, 84, p- 49, Paris, Hermann, 1943. 
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ture vectorielle de A est dit de degré r, s'il applique A? dans A? ‘” 


pour chaque p, 


Produits et compositions d’endomorphismes. — A el u. étant deux 
endomorphismes de degré respectifs r et r’, on appelle produit de 
ces deux endomorphismes pris dans l’ordre A. u, l’endomorphisme 
uA de degré rr’ (l'opération étant effectuée de droite à gauche). 

Ce produit n’est généralement pas communicalif. La considéra- 
des deux endomorphisines uA et Av. conduit à deux nouveaux endo- 
morphismes 

1° le composé symétrique Àu + uA 

»° le composé antisymétrique A4 — À —][À, u] appelé crochel 
des endomorphismes À, 1. 


Endomorphismes particuliers. — 1° Dérivation. On appelle déri- 
vation tout endomorphisme 9 de A de degré pair qui vis-a-vis de 
la multiplication dans A jouit de la propriété 


6(a.b)=0(a).b + a.0(b) 


si À possède un élément unité I, §(1) =o. 

2° Antidérwation. On appelle antidérivation tout endomorphisme 
à de A de degré impair qui vis-à-vis de la multiplication dans A, 
pour a€A?, beA! possède la propriété 


o(a.b)—0(a).b-+(—1)Pa. 66. 


En outre 6(I) =o. 


Composition de dérivation et d’antidérivation. — On vérifie 
comme conséquence des deux définitions précédentes 

1” que le crochet de deux dérivations*[§,, 0,] est une dérivation. 

2° que le crochet [0, ¢] d'une dérivation et d'une antidérivation 
est une dérivation. 

3° que le composé symétrique ¢,6,-+-6,¢, de deux antidérivations 
est une dérivation. 

4° que le carré d'une antidérivation est une dérivation. 


Différentielle et Algébre extérieure. — Définition. On appelle 
différentielle d l’antidérivation de degré + 1, qui possède de plus la 
propriété d.d— 0. 

Relativement à l'antidérivation d il existe une algèbre graduée, 
appelée Algèbre extérieure dont le module unitaire A‘ est formée par 


a 
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les différentielles des fonctions de l’anneau K, A° étant identifié à 
l'anneau d'opérateurs K, les fonctions étant envisagées comme des 
formes différentielles de degré o. 


Opérateurs &(x) et Ü(x) de M. H. Cartan sur une variété différen- 
tiable. — Dans les applications que nous‘avons en vue aux variétés 
indéfiniment différentiables, les champs de vecteurs tangents consti- 
tuent un module T sur l'anneau K des fonctions numériques indé- 
finiment diflérentiables. T’ dual de T est le module des formes diffé- 
rentielles de degré 1.A(T’) algèbre extérieure du module T” est 
l'algèbre extérieure des formes différentielles de tous les degrés. 


Opérateur i(x). — L’algébre A(T’) étant engendrée au sens multi- 
plicatif par ses éléments de degré o et 1 une antidérivation est 
déterminée lorsqu'elle est connue sur les sous-espaces A° et A’. 

Tout reT définit une antidérivation de degré — 1 de l'algèbre 
A(T’) appelée produit intérieur par x. nulle sur A°, qui sur A’ se 
réduit au produit scalaire définissant la dualité entre T et T’. 


Remarque. — L'opérateur i(x) est de carré nul car &(x).t(æ) est 
une dérivation nulle sur A° et sur A‘ donc nulle partout. 


Le 


Opérateur 6(x). — Tout xeT définit une dérivation de degré 0, 
composée symétrique des antidérivations d et i(x). 


(VI. 1) 6(x) —i(w).d+d.i(e). 


Opérateur <(x). — Tout wef définit un endomorphisme de 
degré o, crochet des antidérivations d et i(z). 

(VI,.2) (x) —=[d, i(w)|—=d.i(x) — (x) .d. 

Remanques. — 1° Q€A(T’), 6(x)Q est la transformée infinitésimale 
de Q par 0(x) d'où le nom de transformation infinitésimale donnée 
à l'opérateur 4(<). 

2° Les opérateurs 6 et d commutent. 

3° Les opérateurs & et d anticommutent. 

4° n applications successives de 0 (x) donne 


oi Eel Toms (i(æ) ad P= (a tay) 


En particulier appliqué a une fonction f de l’anneau K la formule 


précédente donne ; 
d(0)f = (ile) 4) 
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Endomorphismes relatifs à deux champs. — Relativement à deux 
champs de vecteurs tangents x, y correspondent des endomor- 
phismes, dérivation et amuideeiveuen parmi lesquels nous explicitons 


ceux qui nous serons utiles. 
° Le produit des endomorphismes i(y) (a) est un endomor- 
Ste de degré — 2. Par suite del’ associativité du produit extérieur 


i(y)t(w) = ty (2). 
L'endomorphisme précédent applique une forme de degré 2 
dans A’. Si Q =k, dx! /\ da’ (k;; tenseur antisymétrique) 

a! a | 
7), 
C'est le produit intérieur gauche de y /\ a et de Q). 

2° Le crochet d'une dérivation 0 (x) de degré o et d’une antidéri- 
vation (y) de degré — 1 étant une antidérivation de degré — 1, on 
est conduit à considérer l’antidérivation relative à un champ composé 
avec x, y noté [x, y] crochet de Lie. Cette notation se justifie car 
celte antidérivation est nulle sur A’, et sur A‘ relativement à l'élément 


df se réduit à i([x, y]) df d'où la formule 
(VI, 8) [8(@), i(y)} =8@)i(y) —i(y)9@) =i([z, y). 
3° Considérons les deux endomorphismes 0 («). i(y) et i(æ).0(y). 


Leur différence donne un nouvel endomorphisme 


0 (w) iy) = i(&) di(y) + di (x). (y) 
i(æ)0 (y) =t(w)i(y) d + i(æ) .d. t(y) 
9 (x) i(y) —i(w)0(y) = di(z A y) — i(æ A pd 


Considérons l'endomorphisme e(x /\ y) relatif à l'élément composé 
«/\y 

(VI, 4) 9(@)i(y) —t(@)0(y)=e(@ y) = di(æ A y)—i(@ A y)d. 

4° De (VI, 3) par permutation de x et y on obtient (VI, 3) 

(VI, 3) [0(y), #@)| =O(y)i@) — t(@)0(y) =i(Ly, xl). 

En retranchant (VI, 3°) de (VI, 4) on obtient mee tenu de 
D, e] =—[a, y] 

(VE, 5)  9(@)i(y) —O(y)i@) =e(@Ay) ie y). 

5° Le crochet de deux dérivations 6(x), 0(y) de degré o étant 


2n 


i(y AO = hy(a'y! — ay’) = À hy 
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une dérivation de degré o, la dérivation correspondante est la 
dérivation relative au crochet de Lie [+, y]. 


Par application de (VI, 1) 


0(a)0(y) = (x) (nd + di(y)] 
(y)0(@) = 0(y) i(æ)d + dita). 


En tenant compte de la permutabilité des opérateurs 0 et d 


(OC), 8(y)| = 8(@)8(y) — 8(y)6(z) 
= [8(x)i(y) — O(y)i(@)] .d + d. [8(@)i(y) — O(y)e(@)}. 


La formule (VI, 5) permet de transformer le second membre 
(H(z), 8(y)) = [ee Ay) + ile, y) + dise Ay) +(x, 9) 
or «(x /\ y)d-+ de(x /\ y) —0o conséquence de (VI, 4) ou de l’anti- 
commutativité des opérateurs € et d. Le second membre se réduit 
donc à i([x, y])d+ di([x, y]) qui d'après (VI, 1) n'est autre que 

6([æ, y]) d'où 
(VI, 6) [O(x), 0(y)] = 0([x, y)]). 


L'opérateur § opère donc non seulement sur T’ et A(T’) mais aussi 
sur T, le champ transformé de y par (x) se notant [x, y] =)... 


§ Il. — Etude du système d’équations différentielles 2 
caractéristiques de (). 


Soit la forme Q —k; dx /\ di, i et j variant de o à 2n, ky compo- 
santes d’un tenseur antisymétrique, fonctions de l’anneau K. Nous 
désignons par > le système des caractéristiques de Q. 

Définition. — On appelle champ caractéristique E associé à () 
l'élément de T tel que 

i(E)Q = Os 

Par hypothèse la forme est de rang an(Q" = 0). Le champ E n'est 
donc défini par l'équation précédente qu’à un facteur fonction 
numérique près, ses (2n +1) composantes étant proportionnelles 
aux (2n-+ 1) déterminants mineurs d’ordre 2n extraits de la matrice 


O kz kon kyo 
ja. ab merase hs 


on ite 10. Ph 
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Il est avantageux de choisir le facteur de proportionnalité, comme 
nous l’avons vu au chapitre 1, § III, tel que i(E) dt=1. 


Tuéorème |. — A tout xeT correspond une forme de Pfaff x nulle 


sur les lignes intégrales de X; réciproquement à toute forme de Pfaff 


nulle sur les lignes intégrales de & correspond un xeT modulo E. 


i(a)(E)Q = — i(B)i(a)Q 
comme i(E)Q — 0, iE)r = o 


ce qui montre que r appartient au sous-module des formes caractéris- 
tiques de Q, donc r est nulle sur les lignes intégrales de à. 
Réciproquement si une forme de Pfalf est nulle sur les lignes 
intégrales de >, i(E)r—0. La forme = appartient au sous-module 
des formes caractéristiques de (2, il existe donc x modulo E tel que 


APT. 


Intégrale première de ZX. — Nous appellerons dorénavant inté- 
grale première de Ÿ toute forme de Pfafl fermée nulle sur les lignes 
intégrales de &. 

Cette définition se justifie car une telle forme n’est pas toujours 
la différentielle d'une fonction de l’anneau K définie sur V.,.,, mais 
l'est seulement d'une fonction définie seulement sur un voisinage de 
Vins En termes précis tout point de V.,,, appartient à un voisi- 
nage U tel que la restriction de la forme à U est la différentielle d’une 
fonction définie sur U. 

A toute forme fermée = de degré 1 nulle sur les lignes intégrales 
de À correspond «eT, modulo E dont les (2n + 1) composantes sont 
(2n + 1) fonctions solutions d’un système d'équations aux dérivées 
partielles du premier ordre linéaire 


Mr) d(i(æ)Q) = o. 
Transformations infinitésimales de &. — Définition. — Un élé- 


ment quelconque «w? de degré p de A(T’) est dit admettre une trans- 
formation infinitésimale engendrée par XeT, si l'opérateur 6(X) 
appliqué à w? la transforme en le zéro de l’espace des formes _ 


0(X)w” =o. 


En particulier si Q de degré > admet la transformation infinité- 


simale définie par )(X) il en est de même du système différentiel Y. 


Remarquons que les (2n + 1) composantes du champ X générateur 


PT PACE 
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de transformations infinitésimales pour ( sont solutions d’un sys- 
téme d’équations aux dérivées partielles du premier ordre (VI, 8) 


(VI, 8) 6(X)Q = i(X) dQ + di(X)Q — 0. 


\. — ETUDE DU CAS dQ — 0. 


La comparaison de (VI, 7) et de (VI, 8) montre que si dQ —-0 
les systèmes d'équations aux dérivées partielles définissant les trans- 
formations infinitésimales et les champs x générateurs d’intégrales 
premières sont les mêmes. D'où le théorème. 


THéorème Il. — A fout X générateur d'une transformation infinité- 
simale correspond une intégrale première et réciproquement 


Exempce. — Soit Q — dp,/ dq' — dH /\ dt. Cherchons à quelle 
condition () admet la transformation infinitésimale définie par l'opé- 
rateur 4(¢) 


(60 — (at = at) —Oo, donc LE it) — 0, 


ce qui montre que Fe doit être une fonction de la seule variable ¢ 


soit V(t). A cetle transformation infinitésimale correspond une 
intégrale première 
H—V(t)=hA 
C'est l'intégrale de Painlevé T, — T, —U—V(t)=A. 


Dans le cas particulier ot =o c’est l'intégrale des forces vives 
classiques. 


Conséquence du théoréme précédent. — Le sous-module des 
champs de vecteurs tangents à la variété V,,,, générateurs de trans- 
formations infinitésimales pour À correspond par dualité par rapport 
à Q au sous-module des intégrales premières. 

Soient deux champs X, Y générateurs de transformations infini- 
tésimales pour {). 

HA =o = di(X)Q XD a ze 
ij oO di(Y)Q A RIDE) 


Si [X, Yj Aoi correspond au crochet de Lie des deux champs 
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une transformation infinitésimale 6({X. Y]) par suite une nouvelle 
intégrale première 


O([X. Y))Q ue Y)) 30} 
On obtient son expression en remarquant que dans les hypothèses 
présente la formule (VI, 3) donne 
i[X, tit A(X) Y)Q — i(Y)0(X)Q F a 
= 0(X)o = i(X) ds + di(X)s = di(X /\ XQ: 
La nouvelle intégrale première est effectivement la différentielle 
d’une fonction de l’anneau K dont l'expression est 
Yea 3 
ME XT 
c’est-à-dire le produit intérieur gauche de i(X /\ Y) et de Q. 
En particulier si Q — dp; /\ dq' — dH /\ dt, et si les formes + et s 
sont les différentielles de fonctions f et g de l'anneau K, X solution 
À z ù 
de i(X)Q — df définie modulo E (- ore 1 est x(2 ER o) 
d’où og Opi, 


Qn 


> kÿ 


ji=? 


| 


OU og, 
LS = (dp; 29; 
(X/\ Y)Q= ¥ of of 
lop, og 


On reconnaît au second membre la parenthèse de Poisson (f* g). 


CorozLaire. — Si au champ X et Y dont le crochet [X, Y] est 
différent de zéro correspondent respectivement les intégrales premières df 
et dg, au champ.[X, Y] correspond une nouvelle intégrale première 
qui est la différentielle de la parenthèse de Poisson. Au crochet 
[[X. Y], Z] correspond la parenthèse des parenthèses ((f, g), h). 
À l'identité des crochets correspond l'identité de Poisson. 


Champ en involution. — Si[X, Y}—0o nous dirons que les deux 
champs X et Y sont en involution. Les deux intégrales premières 
correspondantes sont dites en involution. 


Taéorème IIT. — Tout champ X générateur d'une transformation 
infinitésimale pour Q est en involution avec le champ caractéristique E. 
Remarquons que O(E)Q —o, comme conséquence de dQ — 0 et 
de la définition de E, i(E)Q =o. Il en résulte que tout élément lié 
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à Q est appliqué par 0(E) sur le zéro de l'ensemble correspondant. 
En particulier le champ X générateur d’une transformation infini- 
tésimale est appliqué sur le zéro de l'espace tangent 


§(E)X === LE, x] — 0: 


Cas de n champs en involution connus. — Supposons connus n 
champs en involution X,, X,, ... X,, deux à deux, générateurs de 
transformations infinitésimales pour (. Il leur correspond n formes 
de Pfaff x,, ... 7, fermées, intégrales premières de ». 

i(X,)Q —= Ty) i(X;)T — 0. 

Les n champs X, étant supposés linéairement indépendants, les 
intégrales +, sont indépendantes. La forme r—#;/\.../\m de 
degré n est différente de o. 

1° Q appartient au sous-module des n formes 7; .-- T- 

q étant un entier 
i(X,)Q9 = qT; - 5 hit 
i(X; 1 X)O7= qi(X)m. A Q'+-(— 1)9g(q— im AT A Dis 

=(—1)q(q—1 mA ANT 
pour q Sy 
OX kOe yotgs x (ga 8 — Lie mr NOTE 
—(— 1) 9... (qa yr ANT. 

En prenant g—n—+1, Q étant de rang an, oo, dou 
r A Q—0o, équation qui montre que Q appartient au sous-module 
des n formes +;. On peut donc écrire 


n 
Gsm va: 
j=! 
2° Les n formes w/ sont fermées modulo les n intégrales 7;. 


dQ = Ÿ x; /\ do’. car les dr, sont nuls. dQ étant nulle 
j=! a 

> Tj nat dw =— 0. 
j=! aa 

En multipliant les deux membres par 7, /\.../\m;/\..:/\Tr le 
signe = placé au-dessus de 7, signifiant que ce terme ne figure pas 
dans le produit, | 

t /\ du’ =0 

équation qui montre que du appartient au sous-module des n 


: s w/ sont fermées 
formes 7,, ... =, en d'autres termes les n formes w’ 
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ur les sous-variétés définies par les » intégrales premières 
T—=O0, ... Tr —0. 

Taéorème IV. — Si on connaît n champs deux à deux en involution, 
générateurs de transformations infinitésimales pour Q. le système > 
est intégrable par quadratures. 

Ce théorème n'est que la traduction dans le langage des variétés 
de celui de Liouville-Cartan. 


Remangue. — Les formes 7,, 7,, w', w", ne sont des différentielles 
exactes que localement ou sur un voisinage de V,,... 

Pour un tel voisinage, on peut ipletien les intégrales et e 
mettre localement sous la forme r,—r;(p,. q', 8), #—s(p;, q' 
Sous cette réserve () ne s'exprime qu'au moyen des Se 
des intégrales premières 


() peut se mettre d'une infinité de façon sous cette forme par une 
ropa du groupe Real men infini jouant sur |’ ensemble 
r,, Ps, ... 8". Les n fonctions r,, ... r,, en involution deux à deux 
caasGtuent a éléments Kite d’un sous-anneau. 


Application. Recherche des cas d'intégrabilité du système À 
caractéristique d'une forme 0 du type Q — dp; /\ dg — dH /\ dt. — 
Si on sait intégrer & on connaît une représentation des intégrales 
premières r,— const., s— const. () dont la dérivée extérieure est 
ee peut donc se mettre sous la forme Q — dr; /\ ds’. 

Q peut être considérée de 2" manières comme la différentielle 
IG d’une forme de Pfaff 


QI) RTE Spay — D tés 14k el 

Considérons la per OS ae oe ae r;) définie ze une variété 
V1. Sur les sous-variétés ri(p;,, qi, )=r, 9(p; qi, ys’, la 
forme ()* est nulle par construction, ‘wo est ne une forme 
fermée, en écrivant qu'elle est égale à la différentielle d’une fonc- 


tion (9°, Pain rj 0), les indices i et j variant respectivement de 1 à 
het de 1 à n, on obtient 


of gite ees He ae 
oq’ ) a ot dr; 
Vines est le produit topologique de V., et d’une variété symplectique Spon. 


=“, 


enact m on + ne ~ 
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Quand on se donne f(q', p,_».,, r;}, t) telle que le déterminant 


| 
| 


SRE 

| À ER . . , ’ . . . 
agian, ar esah soit différent de zéro, H s'obtient par élimina- 
tion des r; entre les équations 


= Or prt = De 


; Les intégrales premières r,— const. sont définies par les n équa- 
tions implicites 


i 


Lay pee Deeb 
oq; Dh. 1 


Les intégrales premières s/ = const. sont définies modulo r; = const. 
ao 
par s/ = a8 
dr; 

Remarque. — 1) Les n fonctions r;(p,, q'. f) sont évidemment en 
involution puisque (2 = dr;/\ds’. 

> Se donner la forme df sur les sous variétés 
cet) iy n—h+i — =O). ne a Sh 


? LE One Oe a OF or; 


de V,,,, est donc le moyen pratique pour obtenir un ensemble de n 
fonctions en involution. 

3° Deux formes formées w, w’ du type (VI, 9) n’engendrent 
des cas d'intégrabilité différents que si les sous-variétés locales 
r{pe 4 t) = const. correspondant à ces cas d'intégrabilité sont 
différentes. Ainsi si on écrit que la forme w— pidq — H dt + s' dr; 
est fermée sur les sous-variétés p; fonction de (q', r;) seulement, on 
obtient le méme cas en écrivant que la forme 


w! = — qidp,— Hadt-+ s! dr, 
est fermée sur les sous-variétés q' fonction de (r;. pi) seulement. 
h° Pour que Q( ne soit pas la somme de p formes il faut et il suffit 


que f ne soit pas la somme de p fonctions f, dépendant chacune d'un 
ensemble différent de variables rj. 


q 


Cas de la mécanique. — H doit étre une forme quadratique 
définie positive en pi. 

H— Aÿp;p, + Aïp,+B, les A’, Ai, B étant des fonctions des 
(ni) variables q’, ¢. 
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Ce fait nous conduit à la question préliminaire quels sont les 
changements de variables canoniques qui conservent le degré des 
variables p;. Si un changement de variables dans lequel l'homologue 
de l’ensemble des p est l’ensemble r, conserve le degré d'une relation 
en p, il est linéaire par rapport aux r et réciproquement. La forme 
Q = dp;/\dq' — dH /\ dt devient Q = dr,/\ds/ — dk /\dt. La forme 
dp; /\dq' — dil /\ dt — dr, /\ ds! + dK /\ dt définie sur une variété Vinee 
étant nulle sur les sous-variétés p,—pi(r,, s, 0). g' —q\{r; s!, t) la 
forme g'dp; + r,ds + H dt — K dt est la différentielle d'une fonction 
linéaire par rapport aux p, soit p,o‘(s/, {) ¢°(s/, €) d'où 


À: : at ane 
g@=9(s', t), n= pity Ho Kee poh ects 


Les équations g'—¢i(s/, ) montrent que les transformations 
canoniques cherchées ne sont autres que les transformations du 
pseudo-groupe ponctuel Q jouant sur les variables (q', ¢). 

Il en résulte qu'au point de vue où nous placons deux fonctions H 
ne doivent étre considérées comme distinctes que si elles ne se 
déduisent pas l’une à l’autre par une transformation ponctuelle Q. 

Le pseudo-groupe Q transforme également toute intégrale algé- 
brique par rapport aux p;en uneintégrale algébrique de même nature. 
Si les n fonctions r, deux à deux en involution sont algébriques par 
rapport aux p,, les r; étant définies au moyen des équations implicites 

) 


Dane les dérivées partielles à doivent être des fonctions algé- 
q 
briques par rapport aux r;. On obtient donc simplement certains cas 


d'intégrabilité en choisissant la forme df à coefficients algébriques 
par rapport aux r,. 


Remarque. — Il est bien certain que dans l’application pratique 
de cette méthode on sera limité par le fait que l’on ne sait pas 
résoudre les équations algébriques. On peut parfois tourner cette 
difficulté en utilisant une des 2" formes (VI, g) donné à l’invariant 
intégrale w. 


Exempt I. — n intégrales linéaires en p;. — Tout intégrale 
en p; de la forme a‘p,t-«°—const. les a étant des fonctions de 
qg', ... q", ¢) peut par une transformation Q se ramener à la forme 
Pr +4 = const. th. 

Par une transformation Q, ap; «° devient apart a° = const. 
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On peut satisfaire à cette relation en choisissant les q fonctions de 
1 


7». 9% !, telles 


ai — 0 pour j variant de 1 à n—1 Aube 
og dq! 
=4 = LE +e 
| ~' sont alors (n — 1) intégrales distinctes du système 
(t jouant le rôle d'un paramètre) 
dg! ag" 
a! ANT WT: on” 


q" est une solution du système 


ab pt ns Ue) 
a a” i 
s’obtenant au moyen d'une quadrature en tenant compte des (n — 1) 
intégrales précédentes. 


Par une transformation Q une intégrale linéaire par rapport aux p; 
peut se mettre sous la forme 


Pn % = ln 
la fonction f(q', 7;, ¢) est donc de la forme f—r,g" + 9n+- $n dans 


laquelle g, est une fonction indépendante de r,, ¢, une fonction indé- 
pendante de q”. S'il y an intégrales linéaires par rapport aux p,, 
aprés des transformations Q successives, la fonction f peut donc se 
mettre sous la forme 


f= draitote 


dans laquelle g est une fonction de (q', ... q", 4) indépendante de 
ry, «++ Ty» & une fonction de é, r,,...7. 
H=— a — = devant être quadratique par rapport aux p;, puis- 
qu’on passe des p; aux r; par la substitution linéaire 
ù 
p= Er 
— 7 doit être une forme quadratique par rapport à r,, ...r,. 


— = (Abr Alr AY) gam À [ (Arr Am AI 
oy ) 
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La forme réduite de H par Q est donc 


Ch uf eng — 38) A i0 2407 oe! 
st=a4(p—2)(p—1) +00 —B) car à 


les AY, A‘, A°° étant des fonctions de la seule variable ¢, g une fonc- 
tion arbitraire de q', ... g", t. D'où le théorème 


Tuéorème. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'il y 
ail n intégrales linéaires en involulion est que par une transformation 
du pseudo-groupe ponctuel Q H soit réduclible à la forme ci-dessus. 


II. (n— 1) intégrales linéaires en p;, la n° quadratique en p;. — 
D'après le cas précédent la présence des (n — 1) intégrales linéaires 
conduit par des transformations Q successives à mettre f sous la 
forme 


An 
f= D rg ++ 
Eh: 
dans laquelle g est une fonction des q', ... q", { indépendante des 
r,,... 7, 9 une fonction des r,, ...r, indépendante des g', ... q""". 
rs) ù ù ° z La f 
Pr — og: — hs Ÿ est une fonction de r,; l'intégrale r, devant 
og dq" dq" 
être quadratique r, est de la forme 


ren og \" ens 
=m py — 22) +aB(p,— 28) +6 
expression dans laquelle B et G sont des fonctions respectivement 
linéaire et quadratique par rapport aux r; (j variant de 1 à n— 1). 
On en déduit 
dg _—B+VB'—A"(C—r,) 
dq" Am 


H devant étre quadratique. comme H+ = — <<, ie doit étre 
une forme quadratique de rang n par rapport aux p;, quand on 


remplace les r, ... r, par leur valeur. Cette forme quadratique peut 
toujours s'écrire sous la forme 


% _. za ag \ 
al =p, — 26 +au(p oa) + 


te 


expression dans laquelle u et y sont respectivement linéaire et qua- 
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dratique par rapport aux p; (j variant de 1 à n — 1). Si on remplace 
ag og ; 0 
les p, med + Dy ree Tue aoe re phe re = dépend 
linéairement du radical \/B°— A"~ce —r,) 
dc E Se. 
L—D—-—1\B'—A"c—7r 
a Am) aaa), 


. : dT ow à 5 F 
L’expression aq" dg + dt devant être une différentielle exacte 


quels que soient les r, l'expression DAC rio dt) Le 


doit être elle-même une différentielle exacte. A" et E ne dépendant 
que de q" et de f(r,, ...r,_, ne figurant dans I} que comme para- 


mètres), sion considère un facteur intégrant ® de dq" — Edt, la trans- 
formation particulière g*—g"(g", t) montre que 


: ee À 
RE haa B° _ Ann ce A n 

pA™ V A ( rn) dq 

ne peut-étre une différentielle exacte que si les fonctions figurant 
sous le radical ne dépendent que de gq". 


Conséquence. — Par une transformation du pseudo-groupe ponc- 
tuel Q on peut toujours se ramener au cas 


n— 1 ‘ n—1 2 n = 1 Es F n—1 
-( > sort as) ty/ > na) a" » AUrjrj-2 D Air; A00—7, 
oP __ ii 1 t 1 


a q” Am 


les A ne dépendant que de la variable g" 


ni n--1 
= — — zh See ahae ar, + a°° + dv.) 
À 4 1 


les a ne dépendant que de ¢. 
On en déduit H et l'intégrale quadratique 
ns Eu) SOIR PE. em TS 
HS ee )(r ag) + à (este 


+3 [Sa pi (r a 2) =e 2a( à =“ == An | — 2 af 


! pee tf ù og. uf og 0 
TOUS Es 
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Cas particulier. — g=0, les a==o sauf a" — 1, les A'—=0 on 
obtient le cas d'intégralité de Delassus. 
On peut résumer ce qui précède dans le théorème. 


Tuéorème. — La condition nécessaire et suffisante pour que le 
système > ait une intégrale première quadratique et (n — 1) intégrales 
linéaires par rapport aux p, est que H soit réductible par le pseudo- 
groupe poncluel Q à la forme ci-dessus. 


III. A intégrales quadratiques en p; et (n — h) linéaire en p;. — 
Par transformation Q les (n— A) intégrales linéaires peuvent tou- 


. . « rs) : x a7 = 
jours être réduites à la forme p; — LE r,(i, 1an—h) et dfs'écrire 
; q 


n—h 
df= 2 ridq'+dg(q', --- 7 t) +de 


Type #2 


r,, désignant les A intégrales quadratiques, remarquons 
n 


que si les « sont des constantes Ÿ a‘r, est aussi une intégrale 


n+h+i 
quadratique, ¢ ne peut donc être qu'une fonction de formes linéaires en 
The +++ r, dont les coefficients sont des fonctions des variables 
Pee pepe Gut, 
Or la n° intégrale quadratique peut toujours se mettre sous la 


forme 
r, = A™p, + 2Bp,+C 


B et C dépendant de p,_,. -. . p,_»_,- Il en résulte que r, doit figurer 
linéairement sous un radical du second degré. ¢ étant une fonction 
de formes linéaires des r,,,., ..., r,, il doit en être de même des 
autres. Par une transformation du groupe ponctuel Q on se ramène 
au cas où ce radical ne dépend que d'une variable. On est ainsi 
conduit à l'expression suivante de df 


n—h =: n oe ee ee 
df = x rdgi+Va go Var+ ox dq" 
n—h wij n ‘ 
+( > srert Santa! )at-+dg 
dans laquelle les g&, sont des fonctions de q* seulement, les gx sont 
des formes quadratiques en r; (j de 1 4n—h) à coefficients fonctions 
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de q* seulement, les a ne dépendant que de ¢. La fonction II corres- 
pondante est définie par : 


dates d igi id d d ; dg 
SS Pee eae ee loco + 
: : | svn bem (P aC agi)" VP ag! 


ae See a eh wn © 0S ie ke ee ee Se ie A os vo ee N où le, de à, Je em ae 


a ee ee ame Gis ae ie Se CU Re en ey ee Sere We Sy ee LR, 62,75 


Cas particuliers. — 1° n intégrales quadraliques on obtient le cas 
de Stackel généralisé en prenant les a/==0, pour ¢, une fonction 


de la variable gq‘. 


9° En prenant g=o0, tous les a nuls sauf a"—1, on obtient le 
cas de Stackel ordinaire. 

3° Le cas d'intégrabilité de Liouville qu'il est plus simple d’éla- 
blir directement en prenant: 


fava’ VC Ae 


1 


+ vay/ 5, D — ri) C, + Ars dq” il dt. 


On en déduit : 
ae Br C;+ Ar,) 


2 


| 
a 
a 
| 
Ac 
PRE 


5 = ri) aa C, + Aw) H — ln 


d'où 2H —— [ (g+0)] ou forme classique 


. : 5 C(g') 
oH SSA, BG) FE > 
aa weit XA) 


IV. nintégrales linéaires par rapport aux q'. — Sil existe n inté- 
grales linéaires par rapport aux q', la fonction f doit être de la 
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forme f—r;g/(p,, ... ps, VY prs ... pa t)carqg'=r, ia Le sous- 


anneau le plus simple de n fonctions en involution est constitué par 


les n fonctions eos (ps, Pa» t). Une transformation cano- 
nique conservant le degré des g' nous conduit au cas où 
f=rg (ps + d(p:... pat) 


la fonction ¢/ ne dépendant que de la variable p;, étant une fonction 
indépendante des r;. L’élimination des r; entre les (n — 1) équations 


dp; | wi ot | ot 
donne 
0g! 0g! 
dt ob ot 9 
== Me 
og! dt OG Op; 
opi opi 


at ag = a,t)p; + 2b{t)p; + c(E) 


opi 
ce qui montre que ¢' est une fonction de la solution R, de l’équation 


de Riccati D a()pt + 2b(t)p, + c(t). 


roy à 2 { ij i 
2° BS [adpt+ ab + ei] = dpi; + api a” 


les a étant des fonctions de {, Ÿ est une fonction de R,, ... R, et de ¢ 
qu'on détermine par quadratures. 

En résumé on constitue le sous-anneau de n fonctions en involution 
en se donnant les solutions de n équations de Riccati. 

Une variante du procédé consiste à se donner le sous-anneau au 
moyen de n fonctions s' ... s". 


Pd 
LA 
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ExeMPLes : 
0 a t dp, t Pi i 
CE PRE =; tf ate’ s = BEN y f(t a)im'dp, 
al sds ie a tes a En ST RE PACE 
Janet) ++ fot ad] 
nant 
t Pi 


I ae Papa Het |, Q 
bang t 3 [PRE opt a) | 


d'où AY ae > ‘pig’ 2 >} Bi Pip.g (Pr æ)q". 
t dp 
o oe Fe a 4 2 Bi 
2 s = | Je - s'= pi pr + à) 


p=ar, f + ri "Snipe + wit g 
d=r(pi+ a+, 


“Te LE a +2 3 PB PK pr + a}. 


On détermine v par la condition 


q’=ar 


— (pia) pb TS vet 
af Dvpieit+= [oot 
d'où 2H— Sri — 2 5 Bipiprg + gp + ©). 
Cas particulier. — n—2, « —0 on trouve les surfaces spirales 


dont les géodésiques sont déterminées par quadratures (cf. Darboux, 
tome III, p. 81). 
B. — ETUDE DU CAS dQ Æo. 


Tuéortme V. — Si à XET et eT, correspondent respectivement 
une transformation infinilésimale et une intégrale première de X, au 
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crochet de Lie [X, x] +o correspond une nouvelle intégrale première 
de À dont l'expression est i(X /\ a), 
La formule (VI, 3) donne i[X, 2|Q = O(X)i(e r)Q — i(x)0(X)Q. 
Les hypothèses 0(X)Q =o, i(c)Q — +, dr — 0 entraînent 


ilX, 2]Q —di(X A a)Q. 


Au ee de Lie [X, x] élément de T non nul, l’opérateur i’ X, x] 
appliqué a Q fait donc correspondre la différentielle d'une fonction 
de l'anneau K, fonction ayant pour expression (X/) x z)Q ; la diffé- 
rentielle de cette fonction étant nulle sur les lignes intégrales de & 
est une nouvelle intégrale première de oy Son calcul est immédiat 


cl) 


i(X Az)Q = ie” 7 x) 


L'étude du systéme.> se fait conformément aux idées de Lie au 
moyen de la connaissance de certaines de ses transformations infi- 
nitésimales. 


Définition. — Nous dirons que r éléments X*, X°, ... X’ET, géné- 
rateurs de transformations infinitésimales pour Q forment un système 
complet si 


[XF XS) == ye Rei beee aes dr) 
les y£° étant des fonctions de l'anneau K. 


Lemme. — On peut choisir d’une infinité de maniéres 2n éléments 
SI ee ti appartenant à à T tels que {X'i(x/)Q — wX' A x/)Q soit 
égale à 1 pour j =i, à o pour j Æi. 

Les X' étant connus, les composantes de x/(j fixe) sont solutions 
des r équations linéaires (r << 2n+ 1) 


(Ae Oo pour ji (Aw )Q=v pour joe 
On profite des arbitraires pour choisir des solutions aussi simples 
que poset ite pour les æf. 
Soient tr = i(a')Q l'indice i variant de 1 à 2n, les 2n formes de 


Pfal correspondantes qui, égalées à o, constituent une des expressions 
du système d’ équations différentielles Z. 


Here VI. — Le système des (2n—r) formes de LG 
HE 8 “est complètement intégrable, les r formes 7',... 7 
sont des sa invariantes. 


is 


a 
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Appliquons à une forme vw’ la formule (VI,5) én prenant pour x, y 
deux champs XP, X° 


(VI, 10) O(XP)i(X*)n'— O(X°)i( XP)’ — (XP A X°)7' if NP, X°Îr. 
D'après le choix des formes r'le premier membre est toujours nul. 
1° Pouri>r 
MIT — 0, AP) =D, ff AP, XS] yee i(X*)n' =o 
(Xe À X°)n' = — i(XF /\ X°) dr’. 
La nullité du premier membre de (VI, 10) entraine 
i(X? A X°) dx' =o. 


Les =', ... 7°", formant un système différentiel ordinaire donc 
complètement intégrable, dr' appartient au sous-module des 7’; 
ci, étant des fonctions de l'anneau K, on peut donc écrire 


dr! = ci,(n/ /\ ñ*). 
Etudions ce qu’entrainent les hypothèses pour les ci, 
i(X? A X°) dé = chi(XP /\ X°). (wi A\ r“) 
o— chi XF} X°).(i(æ/)Q) A (i(x*)Q). 
i(XS)i(æ)Q n'est différent de zéro que pour j/ =7; il en résulte 
que l'égalité précédente se réduit à 
cb ,i(XP)i(a*)O =o. 
i(XF)i(x*)Q n'étant différent de o que pour k= op, on doit avoir 
ci, — 0 c'est-à-dire cj, = 0 pour j <r, Er. 
Ces conditions entraînent que dr”"* appartient au sous-module 


des formes x”*%, en d’autres termes le système des (2a—r) form's 
a’ *% est complètement intégrale. 


2° Pour i<r. 
i(X*)ni =o si 17, i(X*)r'=1 si 17. 
La nullité du premier membre de (VI, 10) donne 
o = — i(XF A X°) dr + y 
En tenant compte de dr* MT 


XIe À wk = ci(XPX SE) A (0. 
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i(X°)i’@)Q n'étant différent de zéro que pour j—5, sa valeur 
étant alors 1. 

i(X?)i(e*) n'étant différent de zéro que pour k=, sa valeur étant 
alors 1. 


CREUSER T 
VE = Co = — Ces 


En outre pour —i<r, pour jetk >r les c;, sont des fonctions 
généralement non nulles. 


Montrons que les r formes m', ... 7” sont des formes invariantes 


dr! = ciyn/ /\ sr” pour ii ar) j et k (1 à 2n). 
Les 2n formes r', ... 7” s'expriment linéairement en fonction 
des 2n différentielles des intégrales premières de >, si on effectue 


celte substitution au second membre, en introduisant des fonctions 
convenablement choisies des intégrales premières 


dr = Thi» det /\ de** avec a*—atn 


les ki,* étant des fonctions des intégrales premières et d’une 
variable ¢ par exemple, u désignant une intégrale première quel- 
conque ou la variable ¢ en prenant la différentielle extérieure des 
deux membres 


d(dr!) = 0 =k Mes du /\ de* /\ de™* 


le terme du /\ de? /\ dc** étant unique est — 0, ki.* ne peut être 


qu'une fonction des deux intégrales c* et c*; par un changement 


d'intégrales premières c* = c*(c*, c**) on réduit dx‘ à la forme 
dri— Y de* /\ de™. 
asi 


Il en résulte r'— c* de*™* . x‘ ne s'exprimant qu’au moyen des inté- 
grales premières et de leurs différentielles est bien une forme inva- 
riante pour le système ». 


Conséquences pratiques pour l'intégration de &. — Ayant choisi 
les 2n formes x' conformément au lemme, on commencera par 
chercher la solution du système complètement intégrable n"*', ... 72". 
Une solution de ce système étant connue on est ramené à intégrer 


un système dillérentiel de r formes zt’, ... 7” pour lequel on connaît 


r formes invariantes. 
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La recherche d'une solution du système complètement intégrale 


nr À mir 
ie 


est simplifié par les remarques suivantes : 

1) Si on sait qu'il existe p intégrales premières, on profite des 
arbitraires existant dans le choix des x', pour que ces intégrales 
premières appartiennent au sous-module des 7”*', ..., 7°". 

2) Si le système mécanique a été astreint à q liaisons 

ne fay: eat) bd oy Q;= Lida!/\ dt, 
compatibles avec les transformations infinitésimales, on choisit 
certain des x’ pour que les da” appartiennent au sous-module des 
(2n—r) formes 7°*"',..., 7". 

On peut ainsi réduire l'ordre du système complètement intégrable 
m'*',..., x" de (p+ q) unités. 

Plus particulièrement si 2n—r—p + et si les r formes 7’, ...,7” 
sont fermées modulo les formes 7°*', ..., 7°” l'intégration s'achève 
par des quadratures. 


§ III. — Application des méthodes précédentes. 


I. Point pesant mobile avec frottement sur un plan incliné. 
Reprenonns les notations du chapitre 1 $ 1 et posons Ve = 
Q — dv /\(cos « dx + sin « dy) +-vd a /\(— sin « dx +- cos à dy) 
—vdv /\dt-+-g sin idx /\dt — fg cos i (cos & dx +- sin a dy) /\dt. 


On connait immédiatement 3 champs X, Y, T, générateurs de 
transformations infinitésimales pour () dont les composantes sont 
données dans le tableau 


— | | —— | | —— 


i(X)Q = — dvcosa- v sin a du + g sin i dt — fg cos i cos « dt 

i(Y)Q = — dv sin a — v cos a da — fg cos isinadt 

i(T)Q = v do — g sin idx + fy cosicos a dx +- fy cos isin a dy. 
Déterminons 4 formes %,, 7, ™ 7 au moyen de 4 champs 

a, y, t, u, conformément au lemme. Les composantes du champ x 
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salisfont aux équalions 


i(w)t X)Q = — 1; EX Fete ROL yoo: 
On peut prendre pour composantes de x : 
sin & v cotg @ 
COS &, 00, pese ma DO 
v fg cost 
? cos” & 
'oùudi(o)Q ride v dv cos @ * aa). 
d'où ia) =n, de LEE cial 
En opérant de même pour y ct {, on oblüent 
[ ; COS Œ vD a 
composantes { sina, ——» 0, ————,) 
y P we v Sg cost 


i(y)Q == ty = dy + 


AC dv . sin a-+-v° cos « da) 


Jgc 


I __ cotg œ 
{ composantes | 0, 0, =; O 
g sini g sin i 


1 vda 


on gsinising 


Le champ u tel que Ne i(u)i(Y)=o, i(u)i(T)=o 


= EIRE: 1 fcolgicosa 
a pour composantes | 0, Ste 
vsinæ vsina v sin @ 
he cos à da 
TONER EE coe ce 4 — fcotgi- 
sin & sin & 


Le système complètement intégrable se réduit à la seule équation 
différenuelle x =o. C'est une for me fermée ; elle s intègre par qua- 


feotgi 
dralure. v—=-— (te SA . Les 3 formes r,, ,, 7, sont fermées 
sin 0 2 


modulo x. L'intégration s'achève par des quadratures. 


II. Mouvement d'une particule électrisée de charge e, de masse m 
pesante dans un champ électrique E et un champ magnétique H. 

Nous supposerons que le champ électrique dérive d’une fonction 
de forces qui, ajoutée à la fonction de forces dont dérive la pesanteur, 
est désignée par f. Les conditions auxquelles satisfont le champ H 
seront précisées ultérieurement, 

Si on rapporte l'espace Euclidien dans dual se meut la particule 
à 3 axes de coordonnées x', x°, x’, &', a, a’, désignant les compo- 
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santes de la vitesse de la particule, H', H°, H°, étant les composantes 
du champ H, la forme () associée à la particule est: 


3 3 
QO ¥ de! A dx! — Ÿ &/ dx! A dt + af dx? /\ dt 
j=1 = T 


= = [(@*H?—a°H®)da'+- (@°H' — &H")da* + (GH — aH’ )dx°] A dt. 


La présence du champ magnétique entraine dQ 0. La force due 
au champ magnétique étant orthogonale au déplacement, les champs 
électriques et de pesanteur dérivant d'une fonction de forces, on a 
l'intégrale des forces vives ; il Lui correspond un champ x de l'espace 
tangent à la variété V, dont les composantes sont : 


re) ù re) . # ; 
—¥, — à, — à, —+, — L', np, O, 


les variables étant supposées rangées dans l’ordre à',&°,&°,æ',æ°,æ",l, 
: 1 
i(x)Q — — dv* — df. 
2 


Nous, supposerons dans ce qui suit le champ magnétique de 
révolution autour de la verticale Oz, et que ses composantes en coor- 
données cylindro-polaires sont ioe ¥ = Ve), W—o, p dési- 
gnant la distance à l’axe Oz. En coordonnées cylindro-polaires CR, 
z, l'expression de Q sous forme canonique est: 


Q— dp /\ de + dq /\da + dr /\dz 
—(pap+ hard Las) nat (Ede teeth) 
5 P 


32 males q—Vr )de-+ (Uer— Wer) da (o = 5 a) dt. 


Précisons la forme de la fonction f par l’existence de certaines 
transformations infinitésimales : 
Z(0, 0, 0, 0, 0, I, 0) A(o, 0, 0, 0, 1,0, 0) T(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) 
§(Z)Q =o §(A)Q =o Q(T)Q=o 
Appliquons la formule (VI, I) en remarquant que dQ) se met sous 
la forme 
dQ — <[—VidrAdg/\dt-+d(pW) À de/\d 


Pte eat 
§(A)Q = d E dq + af dt | —o condition satisfaite si °F est une 


x 
fonction de ¢. 
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of le 


Nous supposerons 
0(Z)Q—= 0 = i(Z)dQ + d(i(Z)Q) = — 2 d(pV') A dt 
ù © 7 ro) 
+ a[— dr + + pe (pV ja] af at) 


Er A : as. ? Poti er 
condition satisfaite si of est une fonction de ¢, donc réalisée en 


oz 
2 — 


particulier si -- —— g (g intensité du champ de la pesanteur). 


Les Pn eae précédentes étant supposée réalisées entraînent en 
outre l'existence de deux intégrales premières. Q s’écrit 


Q=dp À de-dg \da-t-dr/\de—(pdp-+29g-+-rdr— Lede) \ dt 


+( 4 gas) \dt-+-£[— V'r do + pV’ dz] /\dt 
i(A)Q — dq 


: + e 
Si P désigne le champ de composantes {| — — V/,0,0,0,0,—1,0 
8 P p 2 | 


i(P)Q — — Æ V(o)do + dr + g dt. 


En appliquant la théorie générale on connait 3 formes invariantes 
n,m, met 3 formes formant un système complètement intégrable 
x’, 7, 7°. Puisqu’on connaît 3 intégrales premières on peut choisir 
3 champs « pour que ce soient les 3 formes x‘, x’, r°. Un calcul 
facile donne 


rt = du — À d nid 

pene q 

n= de +de mdr — © V(p)de +9 dt 
P 


Et sis pa oa 2 De te > 
dt-+ + de (p Ten af(e) 292) 


Les 3 premières formes égalées à zéro constituent un système 
différentiel en général non intégrable par quadratures modulo les 
3 dernières. Cas particulier : On supprime la pesanteur g 
x sont fermées modulo x‘, x’, r° le système est intégrable par 
quadratures. 


IT. Mouvement plan d’un solide sur un plan dans le cas d'un 
plan de symétrie permanent. 


LES FORMES EXTERIEURES EN MECANIQUE 283 


D'après la théorie développée nous devons considérer le solide 
comme libre. Sa position est définie par trois paramètres : & et n 
coordonnées de son centre de gravité G, « angle de Gy avec Gx,, 
Gy étant la normale au plan, Ga, demi-droite invariablement au 
solide. Les trois paramètres de vitesse sont Ë, à, &. Les forces exté- 
rieures autres que la réaction du plan ont pour résultante générale 
X, Y, et pour moment résultant par rapport à G: [’. Soit M la masse du 
solide, k son rayon de giralion par rapport à G. La forme extérieure 
associée au solide libre est 
QO, = M(dE /\dE + di /\dn + k* dà A dex) 

— M(E d= + y dat Fa da) \ dt [X dé + Y dn + [ da] (dt. 

Le champ E caractéristique a pour composantes : 

X sf 4 
M’ M° Mk?’ 

Etude de la liaison: Soit P le point de contact du solide avec le 
plan dont les coordonnées par rapport & des axes Gr, Gy respecti- 
vement parallèles au plan et à la normale à ce dernier sont a et b, 
a et 6 sont des fonctions de « qu’on détermine en considérant le 
profil du corps défini comme enveloppe de ses tangentes. Par rapport 
aux axes Ga,, Gy, liés au corps la tangente au profil a pour équation 


æ, cosy + y, sin? — p(?)—0 
la normale a pour équation | 
—x,sing—+7y, cos? —p(y)=0 
d’autre part a+o=Tt 
Il en résulte que les expressions de a et b en fonction de « sont 
a= p' (7 — a) b= — p(r—2), 
La vitesse du point P qui sera le point de contact du solide avec 


le plan a pour composantes par rapport aux axes fixes §— ba, + ad; 
L’équation de liaison exprimant la condition de contact avec le 


È : : 
S$: Y}; a, I, 


plan est 
=) + ai = 0. 
La puissance des forces nécessaires pour réaliser cette liaison 
dépend de certaines hypothèses : 


A. Plan parfaitement poli. — C'est une liaison de puissance 
nulle 


P = N(r + aû) Ni 0. 
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La forme (), à ajouter à Q, pour obtenir Q) est 
Q,= N(dn + a da) /\ dt. 


Le champ de liaison e a pour composantes 


(0, mo % 0, 0 
ML ME ne 


B. Plan rugueux coefficient de frottement /, paramètre de résis- 
tance au roulement 4, glissement et roulement du corps ¢ — ba=0 
P—N/i—+ a Lef(é — ba) + ec] N>o 
avec e(£ — ba) Lo EE SOUL GE SE EN ECTS 

La forme (), à ajouter à (2, pour obtenir () est 
Qu N{dn + a du + ef(dE — bda) + €, da] /\ dt. 


Le champ de liaison e a pour composantes 


fa : L'art Oy. 0, 0). 


M’ M° MA? 


C. Plan rugueux, roulement sans glissement du corps 
P—T(É—b4)+ Nate) N>o 
avec deux équations de liaisons m — fr bao; l—ÿ+ai—o 
et les deux inégalités e,& <0 |T|<fN. 
La forme Q, à ajouter à Q, pour obtenir Q est : 
Qu [T(dE — b da) + N(dn + a da + ¢,8da)| A dt. 


Les deux champs de liaisons ont pour composantes : 


Réaction du plan. — Un des principaux avantages de l'emploi 
des opérateurs i(x) de M. H. Cartan est de pouvoir déterminer les 
réactions sans avoir au préalable résolu les équations du mouvement. 
Dans les deux cas A et B la composante N de la réaction est donnée 
par l'équation Ni(e) d! + i(E) dl —0o en remplaçant dans chaque 
cas e par sa valeur. 


dl = di + a dé + aa du 
(E) = + CL + aa? 
MMe: 
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Cas A. 
Fa bel pas Voi ___ (Y + Ma”) + oP’ 
OCEAN TT «neo Ba 


valeur acceptable si Y + Mad + a = 


frs a(a— efb + e,ù) 
Cas B. i(e) dl — © eG ak Min ee 


différente de zéro pour que la liaison soit compatible ; d’où la valeur 
de N acceptable lorsqu'elle est positive. 


ee EN + Mai”) + al 

TT RL a? —efba e,a0 
Si 4° a? — efba + ea Lo et k* (Y + Maa") +al > 0 ily a 
deux éventualités possibles : le glissement et la cessation de contact 


puisque £ —— UE) dé > 0. Pour k*(Y + Maa*)+-aP’ <o il y aimpos- 


sibilité qu’on peut interpréter comme un choc tangentiel (**). 


Cette quantité doit-étre 


Cas C. Les composantes T et N de la réaction du plan sont 
solutions du systéme (1) : 


(1) Ni(e,) dl + Ti(e,) dl = — i(E) dl 
Ni(e,) dm + Ti(e,) dm = — i(E) dm 
Ayant déterminé ci-dessus les champs de direction e, et e,, 
comme d/= di + ada + dada, dm == dé — bd — bà da on a 


(e)d = sr + LA D. Ars 
al 


i(E) dd get dé x 
te — b(a + E,0 5 EE f 
en i(e*) dm = 5 + 


Mk’ M4 
paie Lodel is 
i(E) dm — MME ba’. 
Les liaisons ne sont compatibles que si k? + a + b?— e,ac #0, 
d'où 
ee (k? +. a° + ae, Ji Moat) + b (a+ e,0)(Y + Maé”) — dL uM 
ne! RE a? +b? — e,a¢ 
re __ ab(X — Mba’) (Yaa? *) (A? ++ 6°) al b)+al 


k? + a’ + b*—e,ao 
(24) Cf. E. Dexassus ct J. Pérès, Nouvelles Annales de Mathématiques, 5° Série, tome LI, 
1923, p. 383-391. 
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L'hypothèse C n’est acceptable que si N > 0 et T|< FN. 

La détermination des diverses éventualités échappement, roulement 
sans glissement, glissement peut se faire en interprétant géométri- 
quement le système (1). Traçons dans un plan deux axes rectangu- 
laires OÙ, Orn, et considérons les vecteurs n et { de cordonnées 
respectives (— i(e') dl, — i(e') dm) (— i(e*) dl, —i(e’) dm). Tragons 
également les demi-droites D et D’ T=+fN, N>o. Les seconds 
membres du système (1) étant indépendants des éventualités 
interprétons i(E) dl, i(E) dm comme les coordonnées d’un point A 
du plan. Par A menons d’un part la parallèle à ri qui coupe le support 
den en N, D et D’ en x et «’, d'autre part la parallèle à Om qui 
coupe Ol en /. Des signes de De de /, de la position de A par rapport 

dm 


dt 


à aa’ et du signe du produit on déduit les éventualités suscep- 


tibles de se produire : 
rappelons que = i(E) dl et que we — i(E) dm (cf. chap. 1 SIT) 
( ( 
échappement i(E) d/ > o 


roulement sans glissement N > 0, A à l'intérieur de aa’ 


, dm 


glissement naissant N > 0, T a7 «To, A l'extérieur de az’. 


Notons que la présence du paramétre de résistance au roulement 
permet de mettre en évidence des cas d'indétermination et d’impos- 


ke + à 
a 


sibilité. Ainsi pour a>o, b>0, ¢,=—1, o> les 


vecteurs / et n ont la disposition de la figure ci-jointe; il en résulte 
ces circonstances pour des valeurs convenables de i(E) dl et i(E)dm. 


Etude des équations différentielles du mouvement. — L'étude des 
équations différentielles du mouvement s'effectue au moyen de la 
connaissance des transformations infinitésimales qu’admet la forme 
génératrice (2. Les composantes de la réaction se déterminant en 


fonction des forces: extérieures et des vitesses, il suffit d'exprimer 


que (2, (correspondant au solide libre) admet les dites transformations 
ainsi que la forme différentielle de l'équation de liaison qui est 
dl= di + ada + aa da. 
Ainsi imposons au système Jes transformations infinitésimales 

engendrées par les champs : 

1 (0, Of Gy Diy MNT) 

(Ge OO AU eee a Oh 

Ho, 45, 22 RU ae DAT 


> 
eee ee ñ 
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On vérifie immédiatement que la forme dl les admet. Exprimons 
que (), les admet, en supposant que le système des forces extérieures 


Kattiine dépend que des variables Rt ALT 


__ [aX oX ; oY dY 
a) = & da + = on) \dËE A dt+ & dé + x da) /\ dy /\ dt 


+ D dE + am) A da /\ dt. 
1 O(T)Q,—(T) dû, + Ai(T)Q) 
__foX dX oY oY 
= (À de + Fan) NaHS E+E de) A ty 


+ ree dn) \da—d(X AE + Yn +P da) =o 
S l 


d'où edt — dr Adi — da \ dt =0 
ce qui entraine 

OX __ Aiea Wee ema 

dt i DIR 0 sot = 


oy a fe dX oY a 
os ms tat à dy, — = dy, — Seda) 1 dt + d(X dt) 
__ ox oY ol Se 
cg A ana a0} Ait dE da /\ dt= 0 
ce qui entraîne 
este See Net 
3° 6(H) Q,=0 donne par un calcul semblable 
+ CE + elie SES 
— =O, 0, == 
oy oy on, 
Conséquence X, Y, [', sont des fonctions de la seule variable «, 
conditions que nous supposerons réaliser dans tout ce qui suit. 


O. 


Etude du cas À mouvement sur le plan parfaitement poli. — La 
liaison étant holonome et indépendante du temps on peut constituer 
une forme 2, réduite (cf. chap. 1, § VIT, remarque 3) obtenue en 
tenant compte de la liaison. 


O, = Mat A\ dé + M(Æ + a*)dé /\ da | 
— M[E d& + (hk? + a*)à dû + aûà* da] /\ dt 
[NX dE +-(P — «Y)de]/\dt . 
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Conformément au lemme du cas dQ=0, nous déterminons 
4 champs &, ¢, u, v, dont les composantes sont données par le tableau 
suivant : 


3 A Mada? —T' + aY à 1.9 À. 
Mk a) M 
CUT SR CE LT TA 
pe pommes = — oO oO 
. M(k? a M 


On en déduit les formes invariantes 


n' = i(8)0, = dé — À de, (00, = à — € 


le système des formes complètement intégrables 
m= i(u)Q, = (4? +. a°)& da + aû&? da — Need! 


M da, 


x = i(v)Q, — dé — wa 
n° est une différentielle exacte. en intégrant on obtient 
ae(k® + a*) — me fc — aŸ) da — const. 


x" est fermée modulo nz’, z' et x’ sont des formes fermées modulo r",r!. 
Le système est donc intégrable par quadratures. 


Étude du cas B : glissement du solide sur le plan rugueux. — 
Il n’y a pas un avantage appréciable à utiliser une forme réduite, un 
choix convenable de champs &, t, u, v, permettant de former aisément 
des formes différentielles ne dépendant pas de la composante normale 
de la réaction du plan. Nous prendrons donc 


QE M dé A dE +-M dy /\ dn + ME dé /\ da 
—M(EdE-+», dy, + k*a da) \ dt +-(X dE + Ydyn+T' da) A dt 
N[dy + ad a + ef(d—& —bda)+ e,ù da] A dt. 


En appliquant toujours le lemme du cas dQ ~ 0, nous déterminons 


— 
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- c 
6 champs €, n, ¢, u, v, w, dont les composantes sont données dans le 
tableau suivant : 


E 2 = E o € 
\ Mk | $ À 
7 0 = Sa 
M Wis O0 O O Oo 
t © Q Rs oO .@) 1) oO 
Mk®a 
(a — sfb+eo) —T : ia 
a o o We —— o |(a—efb—+¢,6)z — à oO 
A —:<fY 
D) — I £ — 0 
/ Mk ù 7 i 
w o oO ax O — ak a oO 
Mk? M Mk? 


On en déduit les formes invariantes 


2 : A 
m! = i(2) OQ dé — + da; min) 0 = dr — da; 
x’ — i(t) Q—dt——d 
i(t) “da 


le système de formes complètement intégrale 

n= i(u)Q—|(a—efb+e6) Y —T]dx —M(a—efb—+-¢,s)4 di 
+. Mita da 

5 — i(yy) — Mad(é — fr) —(X —EfY) o 

*— i(w) Q — di + a dà + dada. 

Pour le calcul de i(w) Q on tient compte de la valeur de N calculée 

précédemment. La forme x° n’est autre que la dilférentielle de la 

liaison. La forme x‘ compte tenu de la liaison est une équation difé- 

rentielle linéaire en &? qu’on intégrerait par quadratures. 


M iy + a — efba + eêa] dé’ + Ma(a — efb + €,6) ada 
£ + [(a—efd+ ¢2) Y—T}de —o. 


La forme r est fermée module r*. Les formes z' et 7” sont fermées 
modul ox‘ et r'. Le système s'intègre donc par des quadratures. 


Les 
LE 
ee 
de 
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Etude du cas C: roulement sans glissement. — Nous distinguerons 
deux cas suivant qu’on néglige ou non le couple de résistance au 
roulement. 

a) ¢=o: Les deux liaisons sont alors de puissance nulle et 
indépendantes du temps; on peut donc former comme nous l'avons 
démontré au chapitre 11 § IV, une forme réduite en tenant compte 
des deux liaisons Ë— bi — 0, 74+ a%—=0 
Q,—=M(b° + a + k*) da /\ da 

— M[(b’+- a + 7) ada + (aa + bb) ada] /\ dt 
+ (Xb — Ya + D) da /\ dt. 

Comme dQ,—o à la transformation infinitésimale définie pe 

l'opérateur OT), correspond l'intégrale première 


tat Ra — f(Xb— Ya + IT’) dx — const. 


Le temps é étant défini en fonction de « au moyen de la forme 
fermée modulo la précédente 


i(t)Q,—= dt — = de. 


) 2 o. La liaison Ë — ba — o est de puissance nulle et indépen- 
dante du temps, l’autre ÿ + aû —0o ne l'est pas. En conséquence 
nous ne ferons que la réduction partielle correspondant à la première. 
Q,— M(b° + kh’) da /\ da + Mada /\ dy 

— M{(b° +4) ada + bb&?da + ndà] A dt 
+ (Xb + D) da A dt + Yan / dt 
N (dn + ada +-e,èda)/\ dt, 
Employant toujours le même principe on détermine les 
champs y, {, u, w, qui au moyen de l'opérateur i( ) engendrent : 
r° les formes invariantes t', 7” 


n! == i(q)Q,—= dy — “Lda ; wt = i(0) Q, = dt —— da. 


2° les formes +’, =‘, constituant un système complétement 
intégrable 
m= i(u) O, = M(b° +4?) ada + Mbba?da — M (a +- à) dedi) 
—[Xb+T— (ae) Y 
nm = i(w) Q,— d(ñ +- aa) I 


r" comple tenu de la dernière qui est la différentielle de la relation de 
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liaison est une équation différentielle linéaire en & qui s'intègre par 
quadratures 


M 9 9 9 N 2 11] n 
ee (DR 4-a® ae,0) de® + M (bb + aa + àe,5) & da 

: — [X5+-[—(a+e«,d) Y|da =o, 
nm’ fermée modulo =’ définit le temps ¢ en fonction de «, au moyen 
d'une quadrature. 


IV. Un solide de révolution homogène, pesant, de masse M. de 
centre de gravité G, est prolongé par une tige dirigée suivant son 
axe de révolution Gz. Ce solide est en contact avec un plan hori- 
zontal fixe Ow, y,, la tige Gz glisse sans frottement dans une rainure 
orientable dont l’axe est la normale fixe Oz, au plan Oz, y,. Etudier 
le roulement sans glissement du solide sur le plan puis son glisse- 
ment, le coefficient de frottement f du solide sur le plan étant constant. 

La méridienne de la surface de révolution limitant le solide est 
définie comme enveloppe des plans tangents à la surface. Par rapport 
à un système d’axes liés au corps, À étant l'angle polaire de Gz avec 
la normale GH au plan tangent, on a: 

2 cos À — v sin À — (À) — 0, 

= sin À + vsin À + (A) — 0, 
9 étant l'angle (Gz,, Gz) 9+ Ar, P étant le point de contact du 
corps et du plan, les composantes de GP par rapport aux axes Go, 
(horizontale du plan Oz, G) et Gz, (verticale ascendante) sont respec- 
tivement 6’ (x— 0), —b(r — 6). 

Soient respectivement Mc?, Ma? les moments d'inertie du solide 
par rapport à Gz et un axe perpendiculaire, p, «, {, les coordon- 
nées cylindro-polaires de G, 4, 0, 9, les angles classiques d’Euler, 
paramètres de la rotation du corps autour de G. 

La forme extérieure associée au solide libre, en utilisant le trièdre 
Guvz (Gu horizontal) mobile dans le corps et dans l’espace s'obtient 
soit en appliquant pour le mouvement autour de G la formule 
établie au chapitre 1 § ILe avec Q'—w'"— d, 0° = w* = sin 6 dy, 
Q? = w' cotg 0 = cos 4 d soit directement comme dérivée extérieure 
de la forme de Pfaff génératrice de l’invariant intégral 

6 ds + uda + À dé a po! + a’qu’® + c'rw — Hdi 
avec 
w'—dà, w—sin6 d}, w'—d?—cos Od), u—=pä& p,q, r” 


composantes de la vitesse de rotation absolue du corps, sur les axes 
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mobiles Guvz | 
En um re AU ne 
Rd 
Re obtient ainsi 
db \dp-+du\ da +de C/A dC os CaS FN à 
LE ranks ape, + a dq /\o +e dr Aw'—crw/w 
—a’qcotg) w* /\ w' — |a*(p dp + q dg) + e*rdr| /\ dt 
Le champ Dre E pour le solide libre a pour composantes : 


— mt gb —g, q ‘cotg 0 — Lrg, 
0° 


rp — py cotg 0, O, 5, - is ane Dee Te Le 


les rue okie: des variables étant rangées dans l’orde : dé, du, di, 
dp. dq, dr, do, da, dl, w', w*, w’, dt 


A. Etude du roulement sans glissement du solide. 


1) Liaisons. La tige Gz demeure toujours ST le plan Oz G, ce 


qui se traduit par la liaison holonome « — += ; à notre point de 


vue c’est une liaison de puisance nulle 
u sin Ô 
a, == — ——_= O,7 


PE 
2 q 


Pi TC — |) forme ch =< (a EE 5)A dt 
Le roulement sans glissement du corps sur le ans se traduit par 
trois liaisons de puissance nulle. En écrivant que les composantes 
de V, sont nulles par rapport au triédre Gu, Gu, Gy, on obtient : 


= — ~~ — (6'sin 6 + b cos 0 )q + (4 sin 6 — b' cos 6)r = 0 
° : 
Rak : | 
pos w [— ea —(6'sin 0 + bcos 0)g + (b sin 0 — U’ cos Or 
CQ? — VW | — ¢ da —(b' sin 0 + cos 9) w° + (b sin 6 — L’cosÜ)e | /\ dt 


a=j+bp=o, P = q (e+ op); 0 = + (dp + bab) 


ga peers De LE up), are 


PE sd 
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Les six premiéres composantes de champsde liaison e’. e*, ¢’, e*, non 
toutes nulles sont données dans le tableau (les champs de liaison n’ont 
que n composantes non toutes nulles en coordonées Hamiltoniennes). 


La condition de compatibilité de l’ensemble des liaisons se déduit 
du déterminant de la matrice carrée symétrique ||i(e") da*)|| 


1 I —1 , 6’sin6-+ bcos 0) 
= Er 0 0 
p® at a? sin? |) p a? sin 0 
Ta à. mL ALL doth is COR 6 i 
a? sin 0 a ¢? 
b?. bb! 
0 oO I - 2 aa 
bb! b! 
oO 0 = I 4- a 


el 1, bcos$-+ 6’sin§ 
C++) rs er) 
(b sin 0 — b’ cos 9)’ I 
a c° le te sin® a) | ee 
Les valeurs des réactions s'obtiennent en calculant les i(E) da” 
(k de 1 à 4) 
i(E) da* —(b cos 0 + 6’ sin (pg cotg -r ) 
i “it OL basin et noo 


i( E) da’ = Stir mat 5) tr 


: et wile 2pg cos 0 _ 2ué 
AIRES asin - ax sin’ § °° 


—a(E) da‘ =a t+h(¢ cotg) — mn)" p 
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BMV EE b?\ ut bb 
pc AIT (: HE me 
(os ro) 


2 12 Cp 2 ; bb” mr 
(454 (+ er) 
a M a’ o 
+ b'q (2 “yea 
A= et erp Sr tr 


a’ sin Ô a sin 9 sin 9) 2° 


=O 4 


A a’ sin” =] ¢ ca ik DE PI DE 3 

| — (b + b")p(q sin 8 + rcos 4)| 

AL =(— ele BCO8 os alee -+(b-+b")p(qsin§-+-rcos4) 
P 


5 a sin § 


+ (bcos § + 6’ sin (pa cotg 0 — a: rp) 


(boos +0 sin0) | (bsin § — bh’ cos »] 
biere Fe 5 
mas apq cotg 0 cotg 4 6 
ee sn! sind au | 


À désignant 


( 1 PRES pins) ee i * 


asin 9 as c° a sin* 9 / 


2. Equations différentielles du mouvement. — Les liaisons compa- 


tibles donnent 
4 1 bcos§+U' sin 0 
pees RAC » D——bp, C——bp 
sin 0 bsin§— b'cosû —sS ‘ 
(6sin § — b’cos§=£0 puisque l’enveloppe n'est pas réduite à un 
point.) 
Comme elles sont de puissance nulle, on peut remplacer da 
: ai gr ecost ab sin § 

w sin / 
par — go par nr ————; do par —b dû, dE par — b' dû 
dans ( pour obtenir une forme réduite. Mais do bd étant une 
différentielle exacte, 9 est une fonction de 6, 5 —B(0)+ C (C const.); 


%, 9, €, ne figurant pas dans () on peut obtenir une forme réduite — 


M 


— 
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définie sur une famille de variétés V, (sous-variétés de V,, définies 
par les liaisons et la famille p= B(0)+ C] comme différentielle 
extérieure de la forme de Pfaff 


(6° + 6" +. a*)p df 


/B+C ye 
fore | (00 + bcos§+ 6 at 
ST OC PN ENS bsinô — bcos qur— Hi dé 


avec 
2H, —(b* +8 + o&)p° 
(B+C) a ./B-+-C-+ sin 0(b cos 6-6’ sin 6\’ wae 
+| sin” § he Pari sin 0(b sin § — 6’cos 6) ae 
b, 6’, B, étant des fonctions de 8, q—%sin6, wo — sin Od). on 
peut effectuer les changements de paramètres de vitesse 


p—(6 + 6° + a)p 


apne PE. ere ./B+C+-sin0(b cos 0 <+b'sin0 |] q 
4=[8+0 im Qi : b sin § — b’ cos 4 ) sin 0 
Q, 


= d(p +4 dy —H, dt) 


avec 
de aie 
an pepe È 
| | de /BLOLS CLEA UN 
< me À sin § (bcos sin J) 
HE Re 04e b sin § — b’ cos 4 ) 


\ 


Q ie ini : 
d =) étant nulle, a toute transformation infitésimale correspond 
na 
une intégrale première, aux transformations infinitésimales 
lo 0 0 Ot) eek UE (010,0, 11,50) 


correspondent respectivement l'intégrale des forces vives et l'inté- 
grale linéaire g— const. ; l'intégration s'achève par quadratures. 


B. Étude du glissement du solide sur le plan. 


4. Liaisons. — Le glissement sans frottement de la tige dans la 
rainure est toujonrs caractérisé par 


ps le ler a= H(4 à) 14 


2 sin 9 M 
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Le contact du solide avec le plan est caractérisé par a°—=C-+-b‘p=o0 
= ay {t+ foosa[p da (b' sin 0 6 cos 8) ow” 
+ (b' cos Ô — J sin 0) w’| —fsin «(de + bw')} Adt 


o étant l’angle de V, vitesse de glissement avec Gu, À la grandeur de V, 


u 
—— — b'(r cos 0 + q sin 8) + b(r sin § — qcos 6 
Soa Salaam : sie à 


sin oy COS G 


bd 


Les champs des liaisons ont pour composantes : 


I 
COs 3 5 Os Oe st 
a’ sin § 


(fain 3, pfeosa, 1, — RS, L282 (bco58-4 #'ain 0). 


[cose 
c 


(b’ cos 6 — bsin o)) 


NU CN ,__fcoss RUE ni 
_ ie )da — TT sin?” i(e*) da! = 9 a’sin0 


i(e') da —0o, _i(e’) da*-—1—f fe sinc. 
a 
Les liaisons sont compatibles si 
1 I bb’ =. 
a bop lS se sin a) #o. 


Les facteurs de liaisons se déduisent du calcul de i(E) da’, i(E) da® 


oe rp_ cos 0 
sin PT sin? 


fens [9-+e"p (Er q *cotge)] 


1— [sin a 


Lis) 


2. Équations différentielles du mouvement. — La première liaison 
holonome nous permet d'éliminer u et da, u — #*}, dx — dy. 


— a 


a 
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L'introduction des variables À et o conduit à effectuer le change- 
ment de variables 
__Acos os + pp + sin 0 (b’ sin 0+ 6 cos 0) 


SA 8) —b | 
4 sino—bp 1 b sin 0 — b’ cos 0 


La deuxième liaison permet d'éliminer € et d£, = — bp 
dé— f sin o(de + 6 db) — fos o| (9+ 6’) dp +(b' cos 0 — b sin 0) dy 
+ (6 — fr) di]. 
La forme réduite = dépend des g différentielles des variables 
Ay Sp: d, v, ©, 0, p, t, mais ne dépend pas des variables ¢, 4, 9, 
= = d{(X sin s — bp) de + p*d dl — U pf sin s (de + badd) 
+ b'pf cos s[(p + 5’) dp + (b' cos 6 — 6 sin 0) dy] 
+ b’p(b’/p +. fa) dt + a’pdé + a*Ÿ sin’ 0 dp 
, Acosa + pp + sin (bcos @ + 6’sin@) , | Tat 
+e eee eee (do + cos 0 dy) a 
+g} fsino(de + bd@)— f cos c|(o-+ 6’) db 
+ (b’ cos 0 — b sin 4) dz) ]5 /\dt, 


avec 


oT — (A sin 5 — bp} + pif + be pape + sin 
+ e(* cos 5+ py + sin 0(b cos 0 + b'sin ae 


b sin 0 — 6’ cos 8 


On ne connaît pour V que trois transformations infinitésimales 


évidentes engendrées par les champs 
HO, 0,0...) #(0.0,-..-6r0;1,0)- Ÿ(0, 0, «..,.0, 1,0, 0) 


car il suffit de remarquer que si un tenseur antisymétrique kag ne 
dépend pas d’une variable 5”, la forme (2 —k,sdp*/\dor définie 
sur V,,., admet la transformation infinitésimale (0, 0, .... 1). La 
solution du problème dépend de l'intégration d'un système de 
5 formes de Pfaff complètement intégrables en da, ds, d}, do, dQ 
dont on ne connait pas la solution en termes finis. 


* 
ia 


‘+ “its > dire i 
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| 
| | au Secrétaire du Congrès: : 
| A. J. Rose, Laboratoire de Minéralogie, 1, rue Victor-Cousin, Paris, 5°, 


UNION INTERNATIONALE DE CRISTALLOGRAPHIE 
Troisième Assemblée Générale et Congrès International 
PARIS, 21-28 juillet 1954 


Sur l'invitation du gouvernement français, la Troisième Assemblée Générale et le 
Troisième Congrès de [Union Internationale de Cristallographie, auront lieu à la 
Faculté des Sciences de Paris du 21 au 28 juillet 1954. É 

Tous ceux qui s'intéressent à la Cristallographie sont cordialement invités. 

Les congressistes auront à s’acquitter d’un droit de participation de 3 000 francs pour 
les membres actifs, 2 000 frances pour les personnes accompagnant les membres actifs. 


PROGRAMME: Les sujets suivants seront traités : 


. Appareillage et techniques. 

Progrès récents dans la détermination des structures. 
Structures des minéraux, y compris les minéraux synthétiques et les céramiques. 
. Structures des métaux et alliages. 

. Structures non organiques. 

. Structures organiques. 

. Structures des protéines et structures des composés analogues. 
. Ordre-désordre et déformation dans les structures cristallines. 
. Liquides et cristaux liquides. 

10. Verres. 

11. Transformations thermiques. 

12. Diffusion en dehors des réflexions sélectives. 

13. Croissance des cristaux. 

14. Diffraction des neutrons. 


15. Divers. 


Les auteurs de communications sont instamment priés de se limiter à l’essentiel 
de leurs travaux et de s’en tenir strictement aux aspects nouveaux et spécifiquement 
cristallographiques. Les mémoires ayant déjà paru ou devant paraître avant le 17 juin 1954 
ne seront pas acceptés. 

Outre les communications sur les sujets énumérés ci-dessus, des conférences de 
mise au point sur des sujets cristallographiques d’intérét général sont prévues. _ 


EXPOSITION: Une exposition de matériel et d’ouvrages scientifiques aura lieu 
pendant la durée du Congrès. 


EXCURSIONS: Des excursions et visites seront organisées à l'intention des 
personnes accompagnant les congressistes. 


COLLOQUES: Deux colloques sont prévus sur les sujets suivants : 

4. Localisation de l’atome hydrogène et liaison hydrogène. 

2. Mécanisme des changements de phases dans les cristaux. 

Ces colloques sont avant tout destinés aux spécialistes, mais tous les cristallo- 

phes y sont invités dans la limite des places disponibles. Les colloques se tiendront 
le 29 et le 30 juillet; des séances préliminaires auront lieu entre le 21 et le 28 juillet. 


SEJOUR A PARIS: Un certain nombre de chambres a déjà été provisoirement 


retenu dans des hôtels de toutes catégories, à la Cité Universitaire (1) et dans les lycées et 
collèges (2). Le nombre de places dans ces deux dernières catégories (1 et 2) sera limité. 


INSCRIPTION: Pour s'inscrire et recevoir les circulaires suivantes, demander 


COO SID OTN wo 


un bulletin d’inscription à renvoyer avant le 15 février 1954, date limite. 
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